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研究成果の概要（和文）：(1)ｐ-Laplace方程式で使われるPicone不等式の一般化を行い、上手いテスト関数を
用いる事により、（p,q）Laplace 方程式に対してもPicone不等式により正値解の非存在を示す研究成果をあげ
た。(2)先行研究で(p,q)-Laplacianの固有値問題に関係する二つの曲線が構成されていたが、この二本の曲線が
一致しない事を示した。ここでの手法において、パラメータが特別な場合に三つの正値解を見つける事に成功し
た。(3)p-sublinearな摂動項を持つ p-Laplace 方程式において、閾値を超えた場合にも最小エネルギー解から
の分岐と思われる二つの正値解の存在を示した。

研究成果の概要（英文）：(1)By generalizing the Picone inequality used in the p-Laplace equation and 
using a good test function, the Picone inequality can be used to prove the non-existence of positive
 solutions to the (p,q)Laplace equation. (2)Although two curves related to the (p,q)-Laplacian 
eigenvalue problem were constructed in the previous work, it’s proven that the two curves do not 
coincide by showing the existence of positive solutions that are different from the least energy 
solution. By this method, we succeeded in finding three positive solutions in a special case. (3) In
 the p-Laplace eigenvalue equation with a p-sublinear perturbation term, we showed the existence of 
two positive solutions that seem to be the bifurcation from the least energy solution even when a 
parameter is over the threshold.

研究分野： 楕円型微分方程式、変分的手法

キーワード： 非線形固有値問題　楕円型微分作用素　解の存在と非存在　解の符号
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研究成果の学術的意義や社会的意義
Picone不等式を一般化して上手いテスト関数を用いる事により適用出来る方程式の範囲を広げる事に成功した事
は、色々な形への一般化Picone不等式の導出と適用方法の改良などへの促進となり今後の発展が期待される。正
値解の多重存在の証明方法を構築や既存の方法の改良を行った。この手法が他の方程式などにも適用されたり、
改良されて使われるようになる事が期待され、意義があると考える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 
 
研究代表者は Bobkov 氏との共同研究で、二つのパラメータを持つ (p,q)-Laplacian の非線形
固有値問題 (Dirichlet 境界条件) を導入し、第一固有値の解析に対応するような正値解の存在
と非存在についてパラメータの分類を行っていた。その後、Mihailescu-Morossanu は 
Neumann 境界条件, Gynlov-Morosanu は Robin 境界条件での (p,q)-Laplacian の固有値問
題について研究が行われた。しかし、この(p,q)-Laplacian の非線形固有値問題は研究が始めら
れたばかりで、高い次数の固有値の解析に対応するような符号が変化するような解についての
研究結果は少なかった。また、 (p,q)-Laplacian の非線形固有値問題は色々な非線形項の形で考
える事が可能であり、研究代表者が導入したこの形が固有値問題として適当であるか検討する
必要性があった。その為、単独の p-Laplacian の非線形固有値における先行研究との関連や比
較や検証を行う必要があった。 
 
２．研究の目的 
 
パラメータをもつ (p,q)-Laplace 方程式, 特に固有値問題に関連した方程式の解の可解性、解の
性質や多重性について解析することが主な目的であった。また、解の符号(正値性,符号変化)とパ
ラメータとの関係を解析し、高い次数の固有値の解析へ繋げることを目標としていた。具体的な
研究の目的は, 研究対象である (p,q)-Laplace 方程式が固有値問題として適当であるか検討する
ために、単独の  p-Laplacian の第一固有値に関連した問題として現れる  Fredholm type 
alternative や反最大値原理に対応する問題を (p,q)-Laplacian に対して考察を行い固有値問
題としての検証を行うことであった。とくに, Fredholm type alternative は p=2 の Laplacian 
とそれ以外の場合では結果が異なることが知られている問題である。 そこで, (p,q)-Lplacian で
どちらかが Laplacian と一致する場合, すなわち, p=2 または q=2 である場合にはどのよう
な事が起きるのか解析することが具体的な目的の一つであった。 
 
２． 研究の方法 
 
（１）Picone 不等式の一般化を行った。Picone 不等式は p-Laplace 方程式の正値解の非
存在を示すのに有効であることが知られている。最近では、より一般の非線形項を持つ方程
式へ適用できる一般化 Picone 不等式が色々と得られている。本研究では (p,q)-Laplacian 
へ適用する為の一般化 Picone 不等式を作った。 
 
（２）解の多重存在証明では, 極小点の探し方がポイントとなった。方程式に対応する fiber 
functional のある種のエネルギーセットを変化させるためにパラメータを増やす方法を導
入した。 この手法は Ilysov—Silva(2018)の結果を参考にして、我々の研究対象である 
(p,q)-Laplace 方程式に適した形に改良を加え発展させたものである。 
 
（３）パラメータを持つ p-Laplace 方程式からの p-sublinear な項が摂動された方程式の可解
性や解の正値性については, 単独の p-Laplace方程式 の ground state および (p,q)-Laplace 
方程式 の ground state の解析結果やその研究を行った経験や手法から, より詳細な解析を行
うことができた。 
 
４． 研究成果 
 
（１）一般に、通常の Picone 不等式は p-Laplace 方程式の正値解の非存在を示すのに有効な
不等式であることが知られている。本研究では、既存のテスト関数とは異なる上手いテスト関数
を使うことにより (p,q)-Laplace 方程式の固有値問題に対応する正値解の非存在を証明するこ
とができることに着目した。そこで、この上手いテスト関数を使える形の一般化 Picone 不等式
の導出を行い, 既存の(p,q)-Laplace 方程式の固有値問題においては未解決であった部分の解
析を行うことに成功した。また、この一般化した Picone 不等式の適用範囲を広げることにより、
より一般のパラメータ付きの非線形項を持つ (p,q)-Laplace 方程式の正値解の存在と非存在に
ついてのパラーメータの分類結果を得ることができた。本研究では、一般化された Picone 不等
式を (p,q)-Laplace 方程式にのみ適用したが、単独の p-Laplace 方程式に対しても適用できる
非線形項の範囲を広げることが可能であると思われる。 
 
（２）先行研究では、二つのパラメータを持つ(p.q)-Laplacian の固有値問題に対応する方程式
の正値解の存在と非存在を分ける平面内の閾値(曲線)と ground state の存在と非存在を分け
るような曲線が一致するかどうかは未解決であった。しかし, 最小エネルギー解とは異なり、方



程式に対応する汎関数の極小点となるような正値解を見つけることにより、二つの曲線が一致
しないことを示すことに成功した。また, 先行研究で発見していた二つのパラメータが平面内
の特別な点である場合には、その近傍で複雑な現象が起きており解析が困難であると予想して
いた。 本研究では、この特別な点の近傍で３つの正値解の存在を示すことに成功した。これは
研究の方法の (2) で述べたように, 変分的な手法で極小な解を見つけるために、汎関数にパラ
メータを増やし、追加したパラメータによりエネルギーセットを変化させて挙動をみる方法が
上手くいった結果により得られた成果である。この方法はパラメータを増やすことで一見複雑
になるように思われるが、エネルギーセットの考察に便利な方法となった。このような方法が他
にも上手く適用できるように改良できれば、極小解の存在証明に役に立つと思われる。 
 
 
（３）単独の p-Laplacian の固有値問題に現れる方程式に p-sublinear な項を摂動したものと
して考えたパラメータを持つ p-Laplace 方程式の正値解についてパラメータの分類を行った。 
一般には, p-sublinear に符号が変化するような係数関数が掛かっている場合には非負値解の
正値性を保証する最大値原理が適用できなくなり、dead core 解と呼ばれるような解が現れる
ことが知られている。本研究では、変分的なエネルギーが低いような特徴を持つ非負値解に対し
ては領域全体での正値性に変わる特徴づけを行った。最小エネルギーの存在と非存在について
のパラメータとの関係は、主に対応する p-Laplacian の第一固有値を閾値に持つことが知られ
ていたが、ちょうど閾値と一致する場合にどうなっているか知られていなかった。本研究では、
この閾値での最小エネルギー解の存在と非存在は, p-sublinear な項の冪と pとの関係、さら
に第一固有関数と p-sublinear な係数関数との積分値の符号により完全に分類することに成功
した。さらに、この閾値を超えた場合でも最小エネルギー解からの分岐として、変分的には極小
解と Mountain pass 解と呼ばれるような特徴を持った二つの正値解が存在する場合があること
を示した。摂動項が p-superlinear な場合の既存の結果と一致することが分かった。 
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