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研究成果の概要（和文）：  非局所項が求めるべき解の定積分となっている典型的な境界値問題に対し，古典的
な楕円関数論および現代的な非線形偏微分方程式論を融合・応用して，定常解全体の大域的構造の解明と安定性
の解析を行う独自の方法を進化させ適用範囲を拡大した．
  具体的には研究計画に従い，KST交差拡散方程式の極限方程式，細胞極性の発現の数理モデル，非局所項を含
むAllen-Cahn方程式の定常解の大域的構造を解明し，安定性を解析した． 
  さらにモデル提案から約20年間未解明であった，合金等の凝固現象を記述する１次元数理モデルの全定常解の
大域的分岐ダイアグラムの特徴付けを得ることができ，安定性の解析にまで進んでいる．

研究成果の概要（英文）：  For typical boundary value problems where the nonlocal term is a definite 
integral of a solution, we combine and apply classical elliptic functions theory and modern 
nonlinear PDE theories to clarify the structure of all stationary solutions. We have developed 
unique methods for it and analyzing the stability.
  Especially, according to our research plan, we clarified a limiting equation of the KST 
cross-diffusion equation, a mathematical model of the expression of cell polarity, and the global 
structure of the steady-state solution of the Allen-Cahn equation including nonlocal terms, and 
analyzed their stability. 
  Furthermore, we have obtained the characterization of the global bifurcation diagram of all 
stationary solutions of the one-dimensional mathematical model that describes the solidification 
phenomenon of alloys, which had remained unsolved for about 20 years since the model was proposed, 
and we have now advanced to stability analysis.

研究分野： 数理解析学関連

キーワード： 非線形境界値問題　完全楕円積分　楕円関数　交差拡散方程式　反応拡散方程式　極限方程式　非局所
　線形化固有値問題

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　従来,微分方程式の解の存在のための条件を求めたり,局所的な解の分岐構造に対して,非線型偏微分方程式論
をはじめとして数学的研究がなされて現在も発展を続けている.ところが，解の精密形状を知ることや解の大域
的分岐構造解明はより困難な問題である．
  しかし,生命現象や物理現象等にあらわれる数理モデルに対して,数学的な結果を利用できるようにするために
は,困難であるが是非克服すべき問題である.
　我々は基本的で典型的な微分方程式で記述される数理モデルに対し,特異摂動問題の解の精密な陽的表示式,極
限形状の精密な表示式,２次分岐等を含めた解の大域的分岐構造を得るための独自の方法を開発・発展させた．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
我々は，微分方程式や偏微分方程式で記述される数理モデルであり，方程式自身に非局所項が

含まれるものや境界条件に非局所項が含まれる，非局所境界値問題に対して個々の方程式の解
を求める手段をみつけると同時に，さらに数理モデル中のパラメータを動かしたときの定常解
全体の大域的構造を解明するための数学的解析手法の確立をめざしてきた． 
非局所項が含まれることにより，従来の境界値問題に対する個々の解法や解構造の数学的解

析手法だけでは不十分である．非局所境界値問題に対して  
・どのようにして個々の定常解を求めればよいのか？ 
・どのようにしたら定常解全体の大域的構造の数学的解明ができるのか？ 
・求まった定常解の安定性は数値的にはどうなのか？数学的に証明できるのか？  

という「問い」を発し続けてきた． 
特に非局所項が求めるべき解の定積分となっている，典型的な境界値問題に対して，上記の問

いに答えるための独自の方法を全くのゼロから開発し発展させてきた． 
定常解全体の候補となるような大きな枠組みを見抜き，候補となりうるすべての関数の楕円

関数を用いた表示式を，数式処理ソフトで試行錯誤しながらみつけた上で，最新の非線形偏微分
方程式の手法および古典的な楕円関数論を融合させて，定常解全体の大域的構造の解明を行う
ものである． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，この独自の方法の深化と安定性解析への適用範囲の拡大である． 
上の問に一般的に答えることは困難であるので，より広範囲の問題に対し個別に調べていく．

具体的には，次の様にまず４つの問題に焦点をあてつつ関連する未解決問題も含めて，定常解の
大域的構造の詳細と安定性を明らかにしていく． 
・1979 年に Kawasaki-Shigesada-Teramoto が提案した，KST 交差拡散方程式の極限方程式  
・供給項をもつ Gierer-Meinhardt 系の shadow system 
・細胞極性の発現の数理モデル 
・非局所項を含む Allen-Cahn 方程式  
・関連する非局所項が含まれる未解決問題 

 
３．研究の方法 
以下の様な問題意識と方針のもとで研究をすすめていく. 

(1) SKT 交差拡散方程式の極限方程式の定常解の大域的構造解明を，強競争系と弱競争系を俯瞰
しておこない，安定性を解析する．これに伴い，これまで得ていた楕円関数を用いた解のパ
ラメータ表示を改良し，定常解の一意性•多重性の証明を完結する. 

(2) 供給項をもつ空間１次元 Gierer-Meinhardt 系の shadow system 定常解の大域的分岐構造
を得ているが，これを起点として安定性の解析をめざす． 

(3) 細胞極性の数理モデルに，拡散係数無限大の極限方程式に対し，定常解の大域的分岐構造と
安定性について２次分岐点に焦点をおき解析する．さらに，拡散係数有限である，もともと
の問題大域的分岐構造と安定性を調べる手法を見つける． 

(4) 非線形項に解自身の定積分値を含んでいる，ノイマン境界条件下での空間１次元 Allen-
Cahn 方程式の定常解の大域的構造，および，安定性の解析を行なう．特に，２次分岐点に
焦点をおき解析する. さらに，安定性を調べる手法を見つけ解析する． 

(5) 関連する非局所項が含まれる未解決問題における，定常解の大域的分岐構造と安定性の解析
のための新たな手法を見つけていく． 

 
４．研究成果 
上記で述べたことにできる限り対応させて,得られた研究成果を説明していく. 
⑴ SKT 交差拡散方程式の極限方程式の定常解の大域的構造の解明に関して説明する．2019 年

の香港理工大学における国際研究集会において，これまで得ていた楕円関数を用いた解の
パラメータ表示を改良した上で，強競争系と弱競争系を俯瞰した定常解の大域的構造の詳
細に関する数学的結果，および，安定性に関する数値計算結果を報告した．解の一意性と
重複度については半解析的方法より,パラメータに応じてそれらの変化を数値的に状況把握
した.一意性の成立状況での数学的証明は成功しているが計算があまりに膨大となってしま
った.欧文誌に発表のために，証明の簡明化に改良に慎重に時間をかけて取り組んでいる.
我々は，KST 交差拡散方程式の２つある極限方程式のうち，最も重要 な第１方程式に焦点
をあてて研究してきた．最近第２方程式の研究が進んできておりそれらの解はパラメータ 
を動かすとつながっていることが数学的にわかってきた．これは一般的な場合にも言える
ことではないかと推測される．これらを数学的に示すことは，今後の興味ある問題の一つ
と思われる． 
 



(2) 供給項をもつ Gierer-Meinhardt 系の shadow system については，計算を進めてきたが， 
    想定していたより難しいことがわかってきた．このため一旦計算を保留し，以下で説明を 
    行う他の課題に集中したため，発表にいたるまでの結果は得ることはできなかった．しかし

ながら，他の課題で発見した新たな手法が安定性の解明に有用であると思われる． 
 
(3) 細胞極性の数理モデルについて説明する．全ての解表示は既に求めていたが，ダイアグラム

の表示式はより高度な問題で，十年間探していたものがようやく発見できた．これにより，
ダイアグラムの全容の詳細が明らかになった．2022 年に，拡散係数を∞とした定常極限方
程式のすべての解表示とともにすべての大域的分岐ダイアグラムの具体的な表示式につい
ての論文として発表した．この結果および証明の考え方を応用することにより，本来のモデ
ルである拡散係数が有限の場合の全定常解の大域的分岐構造を解明する道筋がみえてきた． 

 
(4) 非局所項を含む Allen-Cahn 方程式について説明する． 定常解の大域的分岐曲線の具体的

な表示式を求めることに成功した．これまで今一歩のところまで来ていたが，ネックであっ
た一点を，気づきにくい恒等式を用いて突破し，完全楕円積分を用いたパラメータ表示と同
時に陰函数表示を得ることができた．これらの結果を 2020 年に，定常解の大域的分岐曲線
が等高線に一致するような曲面の具体的なパラメータ表示についての論文として発表した．
この論文の結果は先に述べた(3)の中の 2022 年論文の基礎となっている．加えて，(5)で詳
しく説明する，Fix-Caginalp により提案された数理モデルの解の大域的分岐ダイアグラム
を具体的の求める際の基礎にもなっている．さらに，2021 年には，大域的分岐曲線の主要
部分に対応している，対称な解の２次分岐点を境としての不安定性・安定性の変遷について
の論文を発表した． 

    これまで得られた分岐曲線の表示式等を利用し，対称解から非対称解への２次分岐点での
局所的な分岐方向を決定するための計算が可能となってきた．非対称解は数値計算結果か
ら大域的に不安定と確信している．その数学的な証明のキーとなる，２次分岐した分岐曲線
の大局的な単調性についても，複雑な計算が必要となるが，良い感触を得ている．これらに
ついてさらに計算を進め，精緻化して論文として発表していきたい． 

 
（5）関連する非局所項が含まれる未解決問題ついて説明する．Fix より提案され Caginalp

のグループを中心により活発に研究されてきた，合金等の凝固現象を記述する数理モ
デルの定常解問題の全定常解の大域的分岐ダイアグラムの特徴付けは，モデル提案か
ら約 20 年間未解明であった．この問題は積分制約条件をもつ非局所境界値問題であ
るため，分岐ダイアグラムの特徴付けは既存の手法では手がかりさえなかった．本研
究課題の研究進展の上に立ち，改めて問題を見直したところいくつかの新しいアイデ
アを付け加えることにより，空間１次元の場合に特徴付けに成功した．2023 年に，
この結果を論文として発表した． 
この結果の上にたち定常解の安定性について研究を行っている．特に，初期エンタルピー
が零の場合に，拡散係数を零に近づけるときまず定数定常解から対称定常解が分岐するが
非局所効果のない場合とは異なり，その対称解からさらに非対称解が２次分岐し，分岐点
を境に対称解が不安定から安定に変化すること，および，分岐した非対称解はすくなくと
も局所的に不安定であることを発見し，これらについての数学的な証明を得た．2023 年
6 月および 11 月の国際会議にて，これらのことを報告した．本論文をほぼ書き上げ投稿
直前の状況にある． 
分岐した非対称解は数値計算結果から不安定と確信している．その数学的な証明のために   
ポイントとなる，２次分岐した分岐曲線の大局的な単調性についても，複雑な計算ながら 
明るい見通しを持っている．大変興味のある問題であり探求を続けているところである．  
 

(6) 分担者森田は，現象や実験と数理モデルの関係性に焦点をおいて，広範に研究を行った．
得られた結果を抜粋して説明する．保存則を持つ３変数の反応拡散系において，定数解の
チューリング不安定性の条件やパルス解の挙動に関係する局在定常解の存在を数学的に示
した．また，卵細胞が非対称分裂を引き起こす前に２種の競合するタンパク質が細胞膜上
に局在化して分布することが実験で知られている．これを表現するバルク・サーフィス拡
散モデルが提案されている．この数理モデルの数学的な解析を行い，あるパラメータ領域
では，確かに局在化するパターンが存在することを示した． 
さらに，半直線を組み合わせてできる木の形状をもつメトリックグラフ上におけるフロン
ト波の伝播において，複数の枝分かれする点が存在するがブロックされずに通過する条件
等を数学的に与える研究を行った．非有界なメトリックグラフ上のフロント波の，伝播と
ブロッキングについて条件を考察した論文を発表した．Lotka-Volterra 競合拡散系で双安
定なパラメータ条件の場合に定在波が存在する十分条件を与え，そのときにブロッキング
は起こることを議論している．一方，スカラーの双安定な反応拡散方程式について，ジャ
ンクションが２つある場合に，ブロッキングが起こる定在波の存在について調べ，数値的
に定在波の分岐構造も明示した論文も発表している．  
 



(7) 分担者川上は，現象等と関連する数理モデルの数学的側面に焦点をおいて研究を行った．
得られた結果を抜粋して説明する．半空間における動的境界条件を有する熱方程式の可解
性について,基本解の構成を目指すという観点から改良を行った.これまでは有界な初期値
に対してのみ可解性が得られていたが,境界上の初期条件は恒等的にゼロとするものの,適
当な重み付き空間を導入することにより,領域内部についてはこれまでの初期条件を拡張
し, より広いクラスに属する解の可解性を得る論文を発表した．  
また，半空間における指数型非線形境界条件を有する熱方程式の可解性と漸近挙動の研究,
単位球の外部領域における動的境界条件を有する拡散方程式の拡散極限に関する考察のま
とめ,分数冪拡散方程式の高次漸近展開理論の改良を行った論文も発表している． 
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