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研究成果の概要（和文）：辺着色された２部グラフGの最小色次数が|G|/3以上でかつある補助的な条件を満たせ
ば、Gには虹全域木（or 彩色全域木）が存在することを示した。また、辺着されたグラフHにおいて、もし隣接
する２点の色次数の和が|H|以上で、かつ補助的な条件を満たせば、Hには虹全域木が存在することを示した。こ
の他、グラフの因子について５本の論文を発表した。
　平面上の幾何的全域木については、平面上に赤点の集合Rと青点の集合Bと関数f: R→ {1,2,3,…}が与えられ
たとき、R∪B上の無交差な幾何的全域木Tで、すべての葉は青点ですべての内点は赤点で、赤点xではある次数条
件を満たすのが存在することを示した。

研究成果の概要（英文）：One my paper shows that if an edge-colored connected bipartite graph G has 
the minimum color degree at least |G|/3 and satisfies some additional conditions, then G has a 
rainbow spanning tree (or a properly colored spanning tree). My other paper shows that if an 
edge-colored connected graph H has the minimum color-degree sum of two adjacent vertices at least |H
| and satisfies some additional conditions, then H has a rainbow spanning tree. I also published 
five papers on factors of graphs. 
 I obtained the following result. Assume that a red point set R and a blue point set B in the plane 
and a function f:R→{1,2,3,…} are given. If 2≦|B|≦Σx∈R(f(x)-2)+2, then there exists a 
non-crossing geometric spanning tree T on R∪B such that every leaf is blue, every inner vertex x is
 red and satisfies 2≦degT(x)≦f(x). We also published two more papers on geometric graphs.

研究分野： 離散数学とその応用

キーワード： グラフの全域木　虹全域木　彩色全域木　グラフの因子　幾何的全域木　赤点と青点上の離散幾何
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研究成果の学術的意義や社会的意義
グラフの全域木はグラフの基本的な概念の1つであり、これまで多くの研究がされてきたが、ここでは辺着され
たグラフにおける虹全域木と彩色全域について新しい結果を得た。また、グラフの因子についてもいくつかの新
たな結果をえた。これらの成果はグラフ理論の内容を深め、また関連する分野への応用なども期待できる。
　平面上の離散幾何で最近注目されている色の付いた点上での幾何がある。ここでは平面上に赤点と青点が与え
られたとき、無交差な幾何的全域木で青点が葉となり、赤点は内点（次数２以上の点）となるようのなものにつ
いて研究した。また、関連する問題を研究した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 

グラフの全域木の研究には長い歴史があり、非常に多くの研究がされている。ここで
は次の 2 つの問題を考える。一つは辺着色された連結グラフにおいて、虹全域木や彩色
全域木が存在するための良い十分条件を求めることである。ここで虹全域木とは、全部
の辺の色が異なる全域木である。一方、彩色全域木は隣接する辺の色が異なる全域木で
ある。もう一つの問題は一般の連結グラフにおいて、Stem に条件を付けた全域木の研
究である。これは比較的最近研究が始まった問題で、得られている結果も多くはない。
新しい結果を付け加えたい。さらに、全域木はグラフの全域部分グラフで木となるもの
であり、グラフの全域部分グラフである条件を満たすものはグラフの因子と呼ばれてい
る。よって、全域木はグラフの因子の一つであり、グラフの他の因子とも深い関係があ
る。そのためグラフの因子についても研究する。 
 平面上の幾何的全域木については、平面上に与えられた赤点集合と青点集合に対して、
青点を葉とし、赤点は内点（次数が 2 以上の点）とする無交差な幾何的全域木について
研究する。平面上の赤点と青点上の幾何的全域木に関しては、赤点上の幾何的全域木と
青点上の全域木の対を考えて、これら 2 つの全域木の交差数が少ないものを求める研究
など、関連する研究がいくつかある。さらに、これに関連して、平面上に与えられた赤
点と青点の 2 色点に限らず、多色の点集合に関する離散幾何的な問題についても研究を
する。 
 
２．研究の目的 

グラフの全域木に関する具体的な研究課題としては次のものがある。全域木 T から
T の葉を除去した部分木をＴの Stem（幹）といい、 Stem(T)で表す。Stem(T)がある
性質をもつような全域木 T が存在するための条件を求めることである。例えば Stem(T)
の最大次数がｋ以下となる全域木 T が存在するための条件についてはいくつか結果が
得られている。この他、Stem とは関係のないある性質をもつ全域木、もっと広くグラ
フの因子についても新しい結果を求めたい。  

辺着色されたグラフおよび２部グラフにおいて、虹全域木や彩色全域木が存在するた
めの良い十分条件を求めたい。例えば、辺着色されたグラフにおいて、彩色全域木が存
在するための最小色次数の条件を、隣接する２点の色次数和の条件などに拡張したい。 

平面上の幾何的全域木については、平面上に赤点の集合 R と青点の集合 B が与えら
れたとき、R∪B 上の無交差な幾何的全域木で、最大次数がｋ以下で葉の集合が B とな
るものが存在するための条件を求めることである。このような全域木があれば |B|≦
(k-2)|R|+2 という不等式が成り立つが、これが十分条件にもなることを示すことが目
標である。ここで幾何的全域木とは、すべての辺が直線分からなるものをいう。 
 
３．研究の方法 

これまでに得られた関連する定理の証明方法を調べることが出発点である。これらの
手法を改良しながら上記の問題の解決を目指す。さらに、グラフの全域木の研究からグ
ラフ因子の研究につながる結果が得られることも、またその逆もあるので、全域木の問
題に限定せずに、グラフの因子に関する問題も意識しながら研究を進める。 
 
 
４．研究成果  

虹全域木が存在するための必要十分条件は 2006 年に Akbari-Alipour と鈴木によっ
て独立に求められており、その証明は多項式時間アルゴリズムも与えている。しかし、
虹全域木が存在するための十分条件は、着色された完全グラフ Kn におけるものに限ら
れていた。例えば (i)辺着色された Kn において、任意の色 c に対して、c で着色され
た辺が n/2 本以下なら虹全域木が存在する。(ii) n-1 色以上で着色されており、最大
色次数が(n+3)/2 以下なら虹全域木が存在する。 

研究代表者らは一般の辺着色されたグラフにおいて虹全域木が存在するための、初め
てとなる良い十分条件を得ていた。それは、『辺着色された位数 n の連結グラフを G と
する。(i)もし Gの最小色次数が n/2 以上で、各色 cに対して、色 cの辺から誘導され
る部分グラフが星グラフなら、G には虹全域木が存在する。(ii)もし Gの最小色次数が
n/2 以上で、各色 cに対して、色 cの辺から誘導される部分グラフの位数が(n/2)+1 以
下なら、Gには虹全域木が存在する』というものである([1]参照)。 

 
[1] Y.Cheng, M.Kano and G.Wang, Properly Colored Spanning trees in Edge Colored 
Graphs, Discrete Mathematics, 343 (2020) 111629, 

 
今回の研究ではまずこれを拡張した次の定理１を得た。定理２は上の結果を 2部グラ



フに適用すると、条件を弱くできることを示している。 
 

定理 1. 辺着色された位数 nの連結グラフを Gとする。もし隣接する 2点の色次数の和
が n 以上で、各色 cに対して、色 cの辺から誘導される部分グラフが星グラフなら、
G には虹全域木が存在する。また、もし隣接する 2点の色次数の和が n以上なら彩色全
域木が存在する。 
 
定理 2．辺着色された位数 nの連結 2部グラフを Gとする。もし最小色次数が n/3 以上
で、色数が n-1 以上で、かつ各色 cに対して、色 cの辺から誘導される部分グラフの位
数が(n/3)+1 以下なら、Gには虹全域木が存在する。また、もし最小色次数が(n/3)+1 以
上なら彩色全域木が存在する。 
 
これらの結果は次の論文にある。 
 
[2] M.Kano, S.Maezawa, K.Ota, M.Tsugaki and T.Yamashita, Color degree sum 
conditions for properly colored spanning trees in edge-colored graphs, Discrete 
Mathematics, 343 (2020) 112042. 
 
[3] M.Kano and M.Tsugaki, Rainbow and properly colored spanning trees in edge-
colored bipartite graphs, Graphs and Combinatorics, 37 (2021) 1913—1921. 
 
Stem(T)がある条件を満たすような全域木の存在については、新しい結果が得られてい
ない。一方、次のような直径が指定された全域木が存在するための十分条件を得た。 
 
定理 3. G を位数 nの連結グラフとする。(i) もし dが 4以上の偶数で、Gの最小次数
が 3n/(d+2)以上なら、G には直径が d 以下の全域木が存在する。(ii)もし d=5,7,9 で、
G の最小次数が 3n/(d+2)以上なら、G には直径が d 以下の全域木が存在する。(iii)も
し G の最小次数が 3n/(d+1)以上なら、Gには直径が d以下の全域木が存在する。 
 
これは下記の論文で発表した。 
 
[4] M.Kano and H.Matsumura, Spanning trees with small diameters, AKCE 
International Journal of Graphs and Combinatorics, 17 (2020) 329—334. 
 
この他グラフの因子に関する論文を 5本発表した。 
 
平面上の赤点と青点の幾何的全域木のついては次の結果を得た。 
 
定理 4.平面上に与えられた赤点の集合 R と青点の集合 B に対して、R∪B は一般の位置
にあり、かつ関数 f:R→{2,3,4,…}は 2≦|B|≦∑ ( ( ) − 2)∈  +2 を満たす。すると、
R∪B 上の無交差な幾何的全域木 T で、すべての葉は青点で、すべての内点（次数 2 以
上の点）は赤点で、かつ任意の赤点 xにおいて 2≦degT(x)≦f(x)を満たすものが存在
する。 
 
この定理の証明の主要な部分は最近発表された別の論文から容易に得られるとのレフ
リーの指摘があり、一般のジャーナルでの発表は断念し、arXive での発表にとどめた。 
 
[5] M.Kano, K.Noguchi, D.Orden, Non-crossing geometric spanning trees with 
bounded degree and monochromatic leaves on bicolored point sets, 
arXiv:1812.02866 
 
この他、平面上に与えられた多色点集合上の離散幾何に関して 3 本の論文を発表した。 
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