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研究成果の概要（和文）：グラフ理論の中で非常に重要な概念にグラフの閉路があり、古くからすべての頂点を
通る閉路、すなわちハミルトン閉路の存在や閉路の長さに関する研究が行われてきた。本研究では従来の閉路に
関する研究をさらに発展させ、複数個の閉路の存在性や、任意の頂点や辺などを指定し、それらを含む閉路に関
する研究を行う。研究期間内の成果としては、点素な弦付き閉路に関する研究や任意に指定した頂点や辺を通る
弦付き全閉路的グラフに関する研究において成果を得た。

研究成果の概要（英文）：In Graph Theory, the studies of cycles are very important, and there have 
been studies regarding a Hamiltonian cycle which visits each vertex exactly once, and the length of 
cycles for a long time. In this study, we develop the former studies of cycles, and study the 
existence of multiple cycles, and cycles including any specified elements such as vertices or edges.
 In study duration, we obtained results on vertex-disjoint chorded cycles and chorded pancyclic 
graphs with any specified vertex or edge.

研究分野： Graph Theory

キーワード： Discrete Mathematics　Graph Theory　cycle　chord　chorded cycle　vertex-disjoint cycles　mini
mum degree sum　pancyclic graph

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
閉路によるグラフの分割問題は、グラフの因子問題(与えられたグラフに対して、ある特定の性質を満たす全域
部分グラフの存在を示す問題)とも密接な関係があり、本研究で得られた結果を発展させ因子問題研究を行うこ
とができる。また、閉路が弦を持つとき、偶数の長さを持つ閉路(偶閉路)の存在を示すことができ、グラフの構
造がより明らかとなる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
1963 年、Corradi と Hajnal は、グラフの点素な閉路に関して「グラフ Gは頂点数が 3k以上で最
小次数が 2k 以上であるとき、G には k 個の点素な閉路が存在する」を証明した。この定理の次
数条件は 1989 年、Justesen によって「非隣接 2 頂点の最小次数和が 4k 以上」に改良され、さ
らに Enomoto(1998 年)と Wang(1999 年)によって異なる証明法で「最小次数和が 4k-1 以上」へと
最小次数和に関して最良の結果に改良された。本研究においては、以上の結果をもとにグラフの
構造解析をさらに進めたいと考え、次数条件のさらなる改良や指定要素を含む閉路に関する研
究を行う。 
 
 
 
２．研究の目的 
本研究では従来の閉路に関する研究をさらに発展させ、複数個の閉路の存在性や、任意の頂点や
辺などを指定し、それらを含む閉路に関する研究を行い、与えられた次数条件下でのグラフの構
造をより明らかにすることを研究の目的とする。 
 
 
 
３．研究の方法 
(1) 2008 年、Finkel はグラフに k個の点素な弦付き閉路が存在するための最小次数条件を与え
た。ここで、閉路上の非連続な 2 頂点を結ぶ辺を「弦」といい、弦をもつ閉路を「弦付き閉路」
という。本研究ではどの 2頂点も隣接していない頂点の集合である「独立頂点集合」を考えるこ
とにより、次数条件に改良を加え、Finkel の結果を拡張する。まず辺極大なグラフ Gを考える。
このとき、Gには k-1 個の点素な弦付き閉路 C1,C2,…,Ck-1が存在し、これらの閉路によって構成
される部分グラフで頂点数が最小の Lを選ぶ。ここで、H=G-L とする。次に Hはある程度多くの
頂点をもち、Hにはハミルトン道(すべての頂点を通る道)が存在することを示す。これらの事実
をもとに、Gには k個の点素な弦付き閉路が存在することを証明する。 
 
(2) 次数条件の観点から指定要素を含む弦付き全閉路的グラフの存在に関する研究を行った。
ここで、指定要素として「頂点」を考える。閉路を構成している辺の数を閉路の「長さ」といい、
G をグラフとし、G の頂点数を n とする。グラフが弦付き全閉路的であるとは、4 以上 n 以下の
すべての長さをもつ弦付き閉路が存在することである。本研究では長さの短い弦付き閉路の存
在を証明することが容易ではなく、そのため、以下のようなグラフの頂点分割を考える。ここで、
任意に指定する Gの頂点を xとする。頂点 xに非隣接な頂点(例えば yとする)を考え、xと yを
除く Gの頂点集合を、x及び yとの隣接関係からいくつかに分類し、これらの各頂点集合で構成
されるグラフの構造やそれらのグラフ間の構造を解析する。 
 
(3) 次数条件の観点から指定された要素を含む k 個の点素な閉路に関する研究を行った。点素
な閉路の存在を証明する方法として、辺極大なグラフを考えることが有効である。辺極大なグラ
フ(Gとする)とは、Gにおける任意の非隣接 2頂点を辺で結ぶと所望の点素な閉路が存在するグ
ラフのことである。従って、G には k-1 個の点素な閉路 C1,C2,…,Ck-1(これらをまとめて L とす
る)が存在することになり、頂点数の合計が最も小さくなる L を選ぶ。今、G から L を除いてで
きるグラフを Hとし、Lと Hがどのように辺で繋がっているのかを調べるなどして、閉路の取り
換えを行い、より頂点数の少ないグラフ L'を構成し矛盾を導く。 
 
 
 
４．研究成果 
(1) 2008 年、Finkel は頂点数が 4k以上で最小次数が 3k以上のグラフには、k個の点素な弦付
き閉路が存在することを証明した。2010 年、Chiba らは Finkel の次数条件を「非隣接な 2頂点
の最小次数和(6k-1 以上)」としても同様の結果が成り立つことを証明した。本研究においては、
これらの結果を独立頂点集合の概念を考えることにより拡張を行った。すなわち、3頂点からな
る独立頂点集合の最小次数和、さらにこれを一般化し、t頂点からなる独立頂点集合の最小次数
和を考えることで、k個の点素な弦付き閉路が存在することを証明した。本研究はグラフの因子
問題(ある特定の性質を満たす全域部分グラフの存在を示す問題)とも密接な関係があり、本研
究をさらに発展させていきたい。 
 
(2) G をグラフとし、Gの頂点数を nとする。1971 年、Bondy は「非隣接な 2頂点の最小次数和
が n 以上であるグラフ G は、ある特定の完全 2 部グラフを除き全閉路的グラフである」という



結果を証明した。ここで「全閉路的グラフ」とは、3以上 n以下のすべての長さの閉路をもつグ
ラフのことである。2017 年、Cream らは Bondy の結果を弦付き全閉路的グラフに拡張し、完全 2
部グラフ以外にも例外となるグラフが存在することを証明した。本研究においては、これらの結
果の更なる拡張を目指し、どのようなグラフが指定要素を含む弦付き全閉路的グラフとなり、ど
のようなグラフが例外となるのかに関する結果を得た。先行研究の次数条件を維持したまま指
定要素を含む閉路の存在を示すことにより、従来の結果よりもグラフの構造をより明らかにす
ることができる。今後は、各閉路の長さに関する条件を弱め、同様の研究を行いたいと考えてい
る。 
 
(3) 指定要素を含む点素な閉路に関する研究を行った。ここで、G をグラフとし、Gの頂点数を
n(n は十分大きな値)とする。指定要素として k個の頂点を指定した場合、Gの最小次数が n/2 以
上であれば、Gには指定した k個の頂点をそれぞれ含む点素な閉路によるグラフの頂点分割が存
在することが知られている。この結果をもとに、本研究においては、どのようなときに複数の指
定要素を含む点素な閉路が存在するのか、次数条件及び関連する結果を得た。本研究はグラフの
因子問題とも深く関連しており、本研究をさらに発展させていきたい。 
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