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研究成果の概要（和文）：研究計画で掲げたそれぞれの目標において新結果を得て，理解を進展させた．（1）
表面張力が界面ごとに異なるネットワークに対し，各領域の体積を保存しながら勾配流に従う運動の効率よい近
似法を開発・実装し，その数値解析を実施した．（2）慣性を伴う双曲型運動を定式化し，近似エネルギーの散
逸という長年の課題を解決し，その収束解析を与えた．（3）非等方的な粒子の基盤上の運動を表す発展自由境
界問題の数学解析を行い，一般ネットワークへの拡張の基盤を固めた．（4）生物学者との共同研究で，数理モ
デルを立てマウスの実験データを用いた数値計算を行うことにより，嗅上皮と聴覚上皮の細胞パターン形成のメ
カニズムを解明した．

研究成果の概要（英文）：We obtained new results and advanced our understanding of each of the goals 
set forth in the research plan. (1) We developed and implemented an efficient approximation method 
for the motion by gradient flow preserving the volume of each region for an interfacial network in 
which the surface tension differs at each interface, and performed numerical analysis. (2) We 
formulated hyperbolic motion with inertia, solved the long-standing problem of dissipation of 
approximate energy, and provided a convergence analysis. (3) We conducted a mathematical analysis of
 an evolutionary free boundary problem that describes motion of anisotropic particles on a 
substrate, and solidified the basis for extension to general networks. (4) In joint research with 
biologists, we elucidated the mechanism of cell pattern formation in the olfactory epithelium and 
auditory epithelium by building a mathematical model and performing numerical calculations using 
experimental data from mice.

研究分野：応用数学

キーワード： 界面ネットワークの運動　平均曲率流　レベルセット法　数値計算　非等方性　双曲型平均曲率流　ガ
ンマ収束　細胞パターン

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
フォーム材料の構造変化や細胞組織におけるパターン形成などの現象を扱うにあたり，界面ネットワークの運動
に関する数理的な理解が不可欠である．本研究では，界面ネットワーク運動に関わる複数の新しい解析結果を得
ることにより，実際問題を解決する枠組みを構築した．とくに，界面のエネルギー密度がそれぞれの界面で異な
る場合，体積保存条件がつく場合，慣性が無視できない振動を伴う運動などに関して，数値計算を行うのに必要
な近似法を開発し，その数学的解析を行なった．この理論的な結果を用いて，感覚器官の上皮における細胞パタ
ーン形成をシミュレーションするライブラリを作成し，発生生物学の未解決問題を解明した．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

組織や器官の形成は，血液などの液体の流れや外部からの応力などの力学的な要素に促進され

ながら，細胞の集まりの上で数多くの化学物質が反応・拡散することによって起きることがこ

れまでの研究で解っている．生体内での測定は未だに難しいが，実験や画像処理の技術が近

年，急速に進んだことで，組織形成の様々なプロセスについて厖大なデータが得られつつあ

る．このデータが示唆する組織形成のプロセスの中から正しいものを選び，理解を深めるため

に，メカニズムの本質を特定できるような数学に基づいた解析が欠かせない．組織形成の本質

的なプロセスは細胞膜とその近傍で起きているので，細胞集団を取り巻く現象の多くは界面ネ

ットワークが中心的な役割を果たす問題として捉えることができる．しかし，隣接する複数の

細胞膜から成る界面ネットワークの時間変化の理解は不完全である．本研究では，界面ネット

ワーク運動に関する数学的基礎理論の確立されていない部分を構築し，感覚器官の組織形成な

どの実際問題の解明へ発展させるという，理論上と応用上の二つの目標を掲げた． 

 
２．研究の目的 

組織形成モデルの構成要素は(a)運動する細胞間の膜ネットワーク，(b)変動する化学的な場，

(c)マトリックス（流体・周囲の組織）の力学，の三つがはっきりしている一方，それらの相互

作用の原理は十分に理解されていない．その仕組みを明らかにするために，外部からの影響を

受ける界面ネットワークの運動を数学的に理解し，その数値計算を効率的に行う方法を開発す

ることを目指した．一様な性質をもち，エネルギーの勾配流に従って運動する界面ネットワー

クについては，数学解析がなされており，数値解法も提案されている．しかし，生物学などに

おいて本質的である次のケースについての結果はほとんど得られていない：(1) 時空の位置に

よって界面の性質が変化する場合，(2) 界面の慣性の影響が無視できない場合，そして，(3) 

界面の運動が外部の力学により制御される場合．これらの部分問題が解析されてはじめて，上

記の3要素(a)-(c)の相互作用によって起きる現象の理解を試みることができる．本研究の目的

は，ケース(1)-(3)について理論的な土台を築き，正確で実用的な数値スキームを開発し，具体

的な課題への応用性を実証することとした． 

 
３．研究の方法 

(1) 界面ネットワークのダイナミクスの数学解析を次の場合に拡張して行った： 

① 表面張力など界面の性質が時空変数に依存するモデル， 

② 界面エネルギーが界面の向きに依存するモデル， 

③ 慣性を考慮した双曲型モデル． 

(2) 上記(1) のモデルに対する実用的な数値スキームを開発し，その解析を行った． 

(3) 生物学における感覚器官の組織形成の実際問題に(1)-(2)の理論を適用し，生物学の共同研

究者の疑問を解決していくことによって理論を実用性の方向に発展させた． 

 
４．研究成果 

研究計画で掲げたそれぞれの目標において以下の新結果を得て，理解を進展させた． 

(1) 表面張力が界面ごとに異なるネットワークに対し，各領域の体積を保存しながら勾配流に

従う運動の効率よい近似法を開発・実装し，その数値解析を実施した（図 1）．近似法は前から

知られた heat content 近似を出発点としたが，他方面で一般化することに成功した．例えば，

線形計画法で使われるオークションダイナミックスアルゴリズムを組み込むことにより，体積



保存条件を厳密に満たすことができた．ま

た，細胞への応用を視野に入れて，それぞ

れの領域が分裂できない位相的な制約を

可能にした．近似の方法より Fast Fourier 

Transform を用いて高速に計算できるのに

加え，収束が証明されるため，複雑な界面

ネットワーク現象を正確かつ効率よくシ

ミュレーションできるようになった． 

 

 

 

(2) 慣性を伴う双曲型運動を定式化し，近似エネルギー

の散逸という長年の課題を解決し，その収束解析を与え

た．これまで，自由境界問題を含め双曲型問題に対して

双曲型離散勾配流という近似法を開発してきたが，エネ

ルギーが激しく減衰するという問題があった．Crank-

Nicolsonスキームのアイデアに従い双曲型離散勾配流を

変更することでエネルギーが保存され，弱解への収束が

保たれることを示し，数値実験によりそれを実証した（図 2）．

(1)の変分構造に沿った手法のため，これにより振動を伴う界面運動は正確に計算できるように

なった． 

 

(3) 非等方的な粒子の基盤上の運動を表す発展自由境界

問題の数学解析を行い，一般のネットワークへの拡張の基

盤を固めた．界面のエネルギーが向きに依存したり，界面

が固定された障害物の上を運動したりする問題も応用で

よく現れるが，位相変化を許す枠組みでは解の存在や良い

近似法の構築がなされていなかった．熱核を一般の畳み込

みカーネルで置き換え，障害物を“動かないもう一つの領

域”として捉えることで，汎用性のある近似法を導出し，

その弱解への収束を証明した．これで図 3のような障害物

上の幅広い運動が再現できるようになった． 

 

 

(4) 数理モデルを立てマウスの実験データを用いた数値計算を行うことにより，嗅上皮と聴覚

上皮の細胞パターン形成のメカニズムを解明した．感覚器官の上皮において有毛細胞と支持細

胞の 2 種類の細胞が作る規則正しいパターンが観察され，このパターンが信号の正確な感知に

重要であると思われるが，その形成プロセスが理解されていなかった．生物学者との共同研究で，

実験で得られた接着分子の濃度分布を表す測定データを界面ネットワークの数理モデルに代入

し，(1)-(3)で開発した手法を用いてシミュレーションを行った結果，実際のパターンを再現す

ることにはじめて成功した（図 4）．高度なマウス実験の技術と複雑な細胞の動きを正確に計算

するスキームの協働で，パターン形成が接着分子によりコントロールされていることを明らか

図 1 界面ネットワークの勾配流を近似する 

アルゴリズムの概要（文献①より転載） 

図 2 従来の双曲型離散勾配流と Crank-

Nicolson 改良の比較（文献②より転載）

図 3 位相変化を伴う基盤上の非等

方的な粒子の運動の数値計算 

（文献③の数値スキームに基づく） 



にした． 
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図 4 聴覚上皮における細胞パターン形成のシミュレーション： 

健常マウスと接着分子を阻害されたマウス（文献①より改変） 
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