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研究成果の概要（和文）：１）XVAをBSDE理論を用いて調べ、田中章博氏との共同研究の中で成果を挙げた：例
えば、既存研究の中で行われているモデルの一般化、より緩い無裁定条件の導出、裁定機会の存在についての考
察、XVAの漸近展開を用いた近似計算の実施と実務で用いられるXVA計算の簡便法との比較などを行った。
２）状態変数が多次元のMarkov型確率微分方程式で与えられたMarkov型BSDEの数値解法に関して、結晶格子を状
態空間に持つ離散時間マルコフ連鎖を用いた後退確率差分方程式で近似する研究を実施し、連続時間モデルへの
収束スピードに関する定量的評価を行った(田中章博、深澤正彰、安藤真志氏との共同研究）

研究成果の概要（英文）：1) Using BSDEs(Backward Stochastic Differential Equations), XVA(X-Valuation 
Adjustment) for OTC derivative securities are studied from a mathematical finance point of view, and
 have obtained the following results: (i) mathematical model for financial markets are generalized. 
(ii) A sharper sufficient condition to ensure the No-arbitrage opportunities is obtained. (iii) 
Interesting examples for the existence of arbitrage opportunities are provided. (iv) An approximated
 computational method using an asymtotic expansion is provided, and practioners' method for 
computing XVA is well-explained from a theoretical point of view.
2) Backward stochastic difference equations driven by random walks on crystal lattices is studied to
 numerically approximate the solution of BSDEs. Convergence speed is computed and the computational 
error is quantitatively analyzed.   

研究分野： 確率モデル、数理ファイナンス

キーワード： 後退確率微分方程式　後退確率差分方程式　XVA　動的リスク尺度　非線形条件付き期待値

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
１）金融デリバティブの定量評価においてインパクトの大きいXVA計算について、後退確率微分方程式理論を用
いて、理論整備や一般的数理的モデルの提案が行われたことに意義がある。また、最も基本的な性質：「無裁定
条件」が保証されるためのパラメータ条件や逆に裁定機会が存在しうる条件の導出が行われたことは重要であ
る。さらに、金融実務で行われている簡便法の限界や改良の提案等も行われ、数学理論と金融実務の融合が図ら
れた。
２）より簡便な離散時間離散状態を持つ後退確率差分方程式モデルを提案し、このモデルに基づいた簡易な数値
計算手法の構築と、連続時間連続状態モデルとの数値計算誤差の定量的評価が行われた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
A)金融派生商品の価格計算や、金融リスク管理の精緻化のため、2008 年の世界的金融危機以降、
金融実務で行われるようになった XVA 計算は、理論的には非線形 BSDE の解を計算する問題と捉
えられる。実際は、実務的には複雑過ぎるため、実際は、簡便的モデルに基づく近似計算が用いられ
ているが、依然として大変計算負荷の高い対象である。 
B)「非線形 Feynman-Kac 公式」の名で呼ばれる Markov 型非線形後退確率微分方程式と２階放物
型非線形偏微分方程式の対応に着目して、前者の解の数値解法アルゴリズムから後者の解を数値計
算するための“確率的"アルゴリズムが構成できる。これに深層学習技術を組み合わせて (この手法
は Deep BSDE と呼ばれる)、所謂「次元の呪い」を打破するような (状態変数の次元が 100 次元
超！) “刺激的" な数値シミュレーション結果例が報告されている。 
上記 A), B)の状況を踏まえて、後退確率微分方程式(Backward Stochastic Differential Equation: 
BSDE )について、理論的観点のみならず、応用の観点や数値解析手法の観点から研究を推進しようと
考えていた。 
 
２．研究の目的 
１）XVA 計算に関する BSDE を用いた理論的整備を行うこと。実際、金融実務界で今日行われている 
XVA の簡便的モデルに基づく近似計算は, 理論的な整合性 (無裁定の性質, 重複した価格調整：ダ
ブルカウントが存在しないことなど) がはっきりしないなどの問題点が指摘されていた。これらの点を、
無裁定を保証するためのシャープな十分条件の導出や、例えば 「摂動展開」を用いた XVA-BSDE 
近似計算法の開発.などを通して明らかにすることを目指す。 
２）Deep BSDE 法について知見を深め、改良版の開発を行うこと。そもそも Deep BSDE 手法にはその
有効性に関する数学的な照明が与えられていない状況であった。 
３）BSDE のさらなる応用を考察すること。BSDE には、モデルの不確実性 (uncertainty, ambiguity) を
考慮した「非線形 (条件付) 期待値」を表現できる、通常の効用関数の範疇に収まらない再帰的効用
を表現できる、等の特色があるので、これを活かした応用研究の可能性を探ること。 
 
３．研究の方法 
・XVA を BSDE 理論を通して調べることについては、当時社会人博士課程大学院生として在籍してい
た田中章博氏（三井住友銀行）と共同研究の形で実施する。田中氏は、XVA に関して実務的立場で精
通しており、一方、数理ファイナンス・確率解析についても高いスキルを有する人材であり、本研究計
画の遂行に必要不可欠な人材と考えられる。 
・Deep BSDE 法については、本計画立案時に次々と世界中から研究成果が発表され、当初考えていた
アイデアを先にやられてしまった部分が多々あった。そこで、計画を変更し、ブラウン運動で駆動される
BSDE を研究対象とすることは止めて、マルコフ連鎖や点過程で駆動される「離散構造を含んだ」BSDE
に対する数値解法の研究を実施することとした。 
・動的なリスク計測に用いる動的リスク尺度の BSDE を用いた解析や、必ずしも BSDE に収まらない非
線形期待値（歪曲確率や、Choquet 積分などの非線形積分）の研究を通して、BSDE 理論へのフィード
バックを図ることを目指す。 
 
４．研究成果 
１）XVA を BSDE 理論を用いて調べ、田中章博氏との共同研究の中で以下の成果を挙げた： 
・既存研究の中で行われているモデルの一般化：多次元伊藤過程モデルや、確率的強度を持つデフォ
ルトリスクモデル、確率的金利モデル(資産クラス毎にレポレートを採用)を用いた一般化を行った。 
・既存研究の設定の 不具 合を修正し 、より緩い 無 裁定条件を BSDE に関 する比較定理や
BSVP(Backward Stochastic Viability Property)を用いて導出した。 
・裁定機会の存在についても考察を行い、発行者、購入者双方にとっても裁定機会が存在しうることを
いくつかの具体例と共に論じた。 
・貸出金利と借入金利のスプレッドを微小パラメータにとり、XVA の漸近展開を用いた近似計算をおこ
ない、実務で用いられる XVA 計算の簡便法との関係を明らかにした。漸近展開については 1 次項の
みならず 2 次近似項の導出も行った。 
・成果をいくつかの国際研究集会で発表し、特に XVA を数理ファイナンスの理論的見地から研究して
いる大家の一人の Marek Rutkowski 教授と意見交換を重ねた。 
 
２）状態変数が多次元の Markov 型確率微分方程式で与えられた Markov 型 BSDE の数値解法に関し
て、結晶格子を状態空間に持つ離散時間マルコフ連鎖を用いた後退確率差分方程式で近似するアプ
ローチを考案した。このアプローチは、離散時間近似解が行列に関する線形計算などを用いて明示的
に計算できる利便性を持っている。さらに、結晶格子の刻み幅を０に収束させてゆく際の、連続時間・
連続状態 BSDE への収束スピードを Wasserstein 距離を用いて評価した(田中章博、深澤正彰、安藤



 

 

眞志氏との共同研究)。この研究は、1 次元ランダムウォーク近似に関して得られていた既存研究の多
次元版への拡張とみなされる。 
 
３）行動経済学で提示された非線形な「歪曲確率」を多期間・連続時間モデルに展開してゆく試み、特
に「時間整合性」を限定的に実現するモデルの解析について、Ma, Wong, and Zhang (2018, arXiv)の結
果の発展を試みた。得られた限定的な結果は、指導教官を務めた共同研究者山田貴一氏の修士論文
にまとめられた。この先、条件付歪曲期待値と後退確率差分方程式や後退確率微分方程式との関連
が明らかにできれば興味深い。 
 
４）雑誌「応用数理」に BSDE に関するチュートリアル記事を連載した。 
 
５） 弱時間整合性を持つ動的リスク尺度を反射型後退確率差分方程式（時間が離散、状態は離散/連
続）を用いて構成した。これは、理論的には重要だが実務的には「強すぎる」性質である強時間整合性
を緩めた、理論・応用両面から意味深い結果であり既存研究の拡張（既存研究では離散状態空間上
でしか調べられていなかった）にもなっている。結果の一部は共同研究者（大井崇史氏）の修士論文の
中でまとめられた。 
 
６）後退確率差分方程式（時間が離散、状態は連続）の近似的数値計算法として、値関数の補間と数
値積分のために 2 種類のスパースグリッドを組み合わせて計算する手法を提案した。状態空間の次元
が高くかつ値関数の滑らかさが保証されるときには有効な手法であると考えられる。数値実験を通して
その有効性や適用限界を観察することができた。結果の一部は共同研究者（兼子晃寛氏）の修士論文
の中でまとめられ、日本応用数理学会研究部会連合発表会にて報告された。 
 
７）多次元結晶格子上のランダムウォークに関する離散確率解析の整備を行った：多重確率積分、カ
オス分解、Clack-Ocone 公式、Skolohod 積分、部分積分公式について結果を得た。これらは 1 次元ラ
ンダムウォークに関する既存結果の拡張になっている。上記２)の中で行われている部分積分公式を
用いた BSΔE(Backward Stochastic Difference Equation)の解の定量的評価の中でこの成果が用いら
れた。結果の一部は共同研究者の修士論文（上野有祐氏）の中でまとめられた。 
 
８) 連続時間マルコフ連鎖で駆動される後退確率微分方程式に関して以下の考察・解析を実施した：(i) 
マルコフ型後退確率微分方程式と関連した非線形常微分方程式が、マルコフ連鎖の生成行列の形状
に依存して、数値解析が難しいいわゆる硬い(stiff)方程式が現れ得ることを確認した。その場合に有効
な数値解法として、後退確率微分方程式に関する線形多段法を適用するのが有効ではないかととの
知見を得た。(ii) 連続時間マルコフ連鎖や点過程を用いてネットワーク上でモデル化されるサイバー保
険のプライシングやリスク計量化に後退確率微分方程式が活用できるとの知見を得て、さらに、サイバ
ー保険のプライシングモデルの研究を行っている研究者(Stefan Weber 教授, Hannover 大学)との意見
交換を行った。(iii) モデルの不確実性を考慮した連続時間非線形マルコフ連鎖と後退確率微分方程
式の関連性について考察した。また、学生（土橋健吾氏）の修士論文研究指導を通して、モデルの不
確実性を考慮した確率微分方程式モデルの非線形マルコフ連鎖近似法の実装について知見を得た。 
 
９）２次元結晶格子（正三角形格子）上のランダムウォークで駆動される BSΔE モデルを用い、動的リ
スク尺度を用いてリスク最小化を行う経済モデルの中で達成される均衡の導出、BSΔE を用いた均衡
の特徴づけを行った（深澤正彰、佐藤高志氏との共同研究）。数値計算における簡便性があることや、
バリアンススワップのモデルが構成し易いなどのメリットが認められ興味深い。 
 
１０）Andrea Macrina 氏(UCL)との共同研究の中で、終端値を所与の確率変数で与える Randomized 
Markov bridge 過程のフィルタリング計算やフィルタリング方程式(Kushner-Stratonovich 方程式)の導出
を行った。さらに、歪正規過程に関する明示的計算や、CO２排出権取引モデルの提案など応用例の
提案も行った。 
 
１１）ペアトレーディングに関する長期間最適化問題を一般的な１次元エルゴード型拡散過程モデルを
用いて取り扱い、最適解を定める代数方程式の導出に成功した。（深澤正彰、前田ひとみ氏との共同
研究）。 
 
１２) UCL(University College London)の研究グループとの共同研究が開始され、いくつかのトピックスに
ついて意見交換しながら知見を得ている。例えば、(i) Choquet 積分の反復を用いて構成される BSΔE
やその BSDE への収束、および関連した動的リスク尺度に関する研究の応用可能性。(ii) 行動経済学
で提案された S 字型効用関数を用いて、離散時刻でパフォーマンスを測定しながら連続時間ポートフ
ォリオ最適化を行う問題について、Epstein-Zin 型再帰効用の適用可能性。 
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