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研究成果の概要（和文）：複雑ネットワークの多くは、トポロジカルな意味においてフラクタル性を示す。この
性質の発現が自己組織化臨界性と密接に関係していることはよく知られているが、本研究では、複雑ネットワー
クにおけるフラクタル性と各ノードの隣接ノード数（次数）同士の相関との関係を明らかにした上で、ネットワ
ークにおけるフラクタル性発現の新たな機構を探る。具体的には、自己組織化臨界ダイナミクスによるフラクタ
ル複雑ネットワークの形成機構を明らかにするとともに、高次数ノード（ハブ）どうしが互いに遠く離れている
という経験的事実とフラクタル性の関係解明をとおし、ハブ間反発によってフラクタル性がどのように生まれる
かを明らかにする。

研究成果の概要（英文）：Many complex networks exhibit fractality in a topological sense. It is well 
known that the mechanism of this property is closely related to self-organized criticality. In this 
study, however, another mechanism of fractality in networks is explored by clarifying the 
relationship between fractality and the correlation between the number of neighboring nodes of each 
node (degree). Specifically, we propose mathematical models of fractal complex networks based on 
self-organized critical dynamics and reveal how fractality is generated from the long-range degree 
correlation by elucidating the relationship between fractality and the empirical fact that high 
degree nodes (hubs) are far away from each other.

研究分野： 物理学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
海岸線などの通常のフラクタル系の形成機構を自己組織化臨界性に基づくモデルにより理解しようとする試みは
従来から行われてきたが、ユークリッド距離が定義されないネットワーク系におけるトポロジカルな意味でのフ
ラクタル性も同じ機構で説明され得ることを示すことは複雑系の理解に大きな進展をもたらす。また、この性質
を長距離次数相関の観点から解明する試みは前例を見ないものであり、得られた知見は機能性ネットワークのボ
トムアップ的デザインにも大きなインパクトを与える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
全体構造と部分構造とが互いに相似（自己相似）であるという性質を意味するフラクタル性は、

複雑な構造を有する多くの系に共通して見られる性質である。フラクタルな血管網が全身に酸
素を効率的に供給するように、フラクタル性を有する系は極めて高い機能性を示すことが知ら
れている。実際、工業製品の中にはフラクタル系の高機能性を利用したものも少なくない。従来
の研究では、ユークリッド空間内に実体をもつ複雑構造体のフラクタル性が主に議論されてき
たが、2005 年頃から、人間関係や WWW などのように、要素間にユークリッド距離が定義され
ないトポロジカルな意味での複雑構造系、すなわち複雑ネットワークのフラクタル性が注目を
集めるようになっている[文献 1]。実体をもつ通常のフラクタル系と同様に、機能性複雑ネット
ワークがフラクタル性を示す場合、優れた機能を呈することが期待される。フラクタル性を有す
る高機能ネットワークをデザインするためにも、ネットワークにおけるフラクタル性発現の機
構解明は重要な課題である。 
この問題に対し、実体をもつ通常のフラクタル構造体と同様に、ネットワーク系においても自

己組織化臨界性（self-organized criticality: SOC）を示す非平衡ダイナミクスによってフラクタ
ル性が生じる可能性があることが、これまでに行われてきた我々の研究を中心に明らかにされ
ている[文献 2]。この理論に従えば、現実世界における多くのネットワークが、最短経路長の意
味で長いスケールにおいて、フラクタル性とは数学的に背反するスモールワールド性を示すこ
とや、スケール変化に伴ってスモールワールド構造からフラクタル構造にクロスオーバーする
という事実を説明することができる。しかしながら、WWW や蛋白質相互作用ネットワークの
ように、SOC ダイナミクスによって形成されるとは考えられないフラクタル・ネットワークも
数多く存在する。稲妻の形状や viscous fingering が SOC ダイナミクスとは無関係の機構によ
りフラクタル性を獲得するように、複雑ネットワークにおけるフラクタル性発現に関しても
SOC ダイナミクスとは異なる新たなメカニズムが存在する可能性がある。この可能性を探るこ
とは、機能性ネットワークのデザインのためにも極めて重要である。 
一方、フラクタル性を有する複雑ネットワークにおいては、大きな次数（各ノードの隣接ノー

ド数）を持つノード（ハブ・ノード）は小さな次数を持つノードと繋がり易い傾向にあることが
経験的に知られている。一般に、同程度の次数をもつノード同士が隣接する傾向を正の隣接次数
相関、互いに大きく異なる次数のノード同士が隣
接する傾向を負の隣接次数相関というが、上記の
性質はフラクタル・ネットワークが負の隣接次数
相関を示すことを意味している。しかしながら、負
の隣接次数相関を有するネットワークが必ずしも
フラクタル性を示すわけではないことも明らかに
されている。我々は、単に隣接次数相関が負になる
だけではなく、右図のようにハブ・ノード同士が最
短経路長の意味で遠く離れ合っていることがフラ
クタル・ネットワークの一つの大きな特徴である
ことを明らかにした[文献 3]。また、こうした長距
離に渡る次数相関を記述するための一般的手法の
提案も行った[文献 4]。こうした背景の中、ネット
ワークの長距離次数相関とフラクタル性の関係を
明らかにすることは、新たなフラクタル性発現機
構を解明するためにも極めて重要な課題となって
いる。また、ネットワーク上の様々な物理現象が長
距離次数相関によってどのような影響を受けるの
かを解明することは、機能的なネットワークを設
計するという工学的観点からも高い意義をもつテ
ーマである。 
 
 
２．研究の目的 
本研究の主要な目的は、複雑ネットワークにおいてフラクタル性がどのようなメカニズムに

よって現れるかを理論的に明らかにすることである。特に、フラクタル複雑ネットワークと長距
離次数相関の関係を明らかにした上で、ハブ同士の長距離に渡る反発傾向がフラクタル性発現
の起源となり得るか否かを明らかにする。この目的のため、まずこれまでの研究で我々が開発し
た長距離次数相関の一般論に基づいてハブ同士の長距離反発相関の強さを定量化する。その上
で、このハブ間反発相関を強くすることによりネットワークにフラクタル性が発現するか否か
を明らかにする。また、ハブ間反発とネットワーク上で起こる物理現象の関係を解明するため、
パーコレーション転移によってモデル化されるネットワークの頑強性がハブ間反発相関を含む

図１：( , )-flower と呼ばれるフラクタル・ス
ケールフリー・ネットワークの数理モデル。
高次数ノード（ハブ）同士の長距離に渡る
反発が見られる。 



長距離次数相関とどのように関係しているかを明らかにする。さらに、ハブ間長距離反発が生じ
る具体的な機構解明のため、小さなグラフ・モティーフに基づく逆繰り込み的成長によってフラ
クタル性が生じる可能性を探る。少数の企業から成る企業間取引関係がより大きな企業間取引
ネットワークの一部に組み込まれるなど、逆繰り込み的ネットワーク成長は現実世界でもしば
しばみられる事象であることから、このような機構でフラクタル性とスケールフリー性がネッ
トワーク内に現れる可能性は高い。SOC ダイナミクスとは質的に異なる新たなメカニズム提唱
されれば、その制御の容易さから、機能性の高いフラクタル複雑ネットワークをデザインするこ
とが可能となる。 
 
 
３．研究の方法 
(1) 長距離次数相関を評価する方法の確立 
長距離次数相関には、隣接次数相関によって誘起される見かけの長距離次数相関（外因性長距離
次数相関）とネットワーク固有の性質として生じる内因性長距離次数相関がある。両者を識別し
ハブ間長距離反発のような内因性長距離次数相関の強さを評価するため、与えられたネットワ
ーク の長距離次数相関を表す同時確率 ( , , )と、 と同じ隣接次数相関を有する隣接相関ラ
ンダム・ネットワーク ′に対する同時確率 ′( , , )の間の分布関数距離を導入する。この分布
関数距離を[0,1]の値を取るようにリスケールすることで、内因性長距離次数相関強度 を定義
する。最大値 1 に近い をもつネットワークは、強い内因性長距離次数相関があることになる。
この指標 を様々な現実ネットワークに対して計算することで、長距離次数相関が非常に多く
のネットワークに遍在する性質であることを示す。 
 
(2) 長距離次数相関とネットワークの頑強性の関係解明 
内因性長距離次数相関がネットワークの頑強性とどのように関係しているかを明らかにする。
そのため、与えられたネットワークの内因性長距離次数相関強度 、およびそのネットワークの
パーコレーション転移点 を求め、両者の関係を明らかにする。特に、大きな を有する長距離
相関ネットワーク 、 と同じ次数分 布関数を有するランダム・ネットワーク ′、および と同
じ隣接次数相関を有する隣接相関ランダム・ネットワーク ′′に対し、ランダムノード削除によ
るパーコレーション転移点 を計算する。これらの を比較することにより、内因性長距離次数
相関がネットワークの頑強性にどの程度の影響を与えているかを調べる。 
 
(3) 長距離次数相関とフラクタル性の関係解明 
フラクタル性が確認されている現実ネットワークやフラクタル・スケールフリー・ネットワーク
の数理モデルに対して指標 を計算することで、フラクタル性の発現には内因性長距離次数相
関が必要であることを明らかにする。逆に、 を大きくするようなリワイヤリングを繰り返すこ
とで得られるネットワークのフラクタル解析を行うことで、内因性長距離次数相関がフラクタ
ル性の起源となり得るかを研究する。さらに、ハブ間反発の強さを定量化した量 を導入し、
を最大化するような長距離相関ネットワークにフラクタル性が発現するか否かを調べる。 
 
(4) 逆繰り込み的成長によるフラクタル・スケールフリー・ネットワークのモデル 
本研究では、フラクタル性を発現させるようなハブ間長距離反発が自然な形で生じるスケール
フリー・ネットワークの数理モデルのクラスを提案する。フラクタル性とスケールフリー性を同
時に有するネットワークに対するモデルとしては、これまで ( , )-flower モデルと Song-
Havlin-Makse (SHM)モデルの 2 種類しか実質的に知られていなかった。( , )-flower がサイク
ルのみによって構成されるような極めてサイクル・リッチな構造であるのに対し、SHM モデル
によるネットワークはサイクルが全く存在しない木構造を取る。しかしながら、現実のフラクタ
ル・スケールフリー・ネットワークは、このような極端な構造を取る訳ではない。限定的な従来
モデルと、それによるネットワーク構造の特殊性という理由から、ハブ間反発とフラクタル性の
関係に関する系統的な研究は困難であった。本研究では、各エッジをジェネレーターと呼ばれる
小グラフで置き換える逆繰り込み操作を繰り返すことにより、サイクル性やスケールフリー指
数、フラクタル次元を自由に制御できるモデルを考案する。また、このモデルにより形成される
ネットワークの次数分布関数、クラスター係数、次数相関、パーコレーション転移点などを理論
的に計算する。 
 
 
４．研究成果 
(1) 内因性長距離次数相関の強度に関する研究 
ネットワークにおける長距離次数相関は、同時確率 ( , , )によって完全に記述される。ここで、

( , , )は、ネットワーク内からランダムに選んだ 2 つのノードの最短経路長が であり、一方
のノードの次数が 、もう一方のノードの次数が ′である確率である。次数分布関数が ( )であ
り全く次数相関の無いネットワークの同時確率 ( , , )は文献 4 によって理論的に求められて
いる。ネットワーク の ( , , )が ( , , )と異なる形を取るならば、 には長距離次数相関が
あることになる。本研究ではさらに、次数分布関数 ( )と隣接次数相関を表す同時確率 ( , )



が与えられたランダム・ネットワーク（隣接相関ランダム・ネットワーク）の長距離相関同時確
率 ( , , )を理論的に計算することに成
功した。与えられたネットワーク の

( , , ) が ( , , ) だ け で な く
( , , )とも異なる形を取るならば、

には隣接次数相関由来の長距離相関では
説明できない内因性長距離次数相関があ
ることになる。本研究では、内因性長距離
次数相関の強さを定量化するため、

( , , )と ( , , )の間の分布関数距離
を最大値が 1 になるようにリスケールし
た量 を導入した。 が 1 に近いネット
ワークには強い内因性長距離次数相関が
存在することになる。現実のネットワー
クにはどの程度の内因性長距離次数相関
が見られるのかを明らかにするため、
様々なネットワークの を調べた。その
結果、右表に示すように多くのネットワ
ークにおいて強い内因性の長距離次数相
関が存在することが明らかになった。右
表において、 はノード数、〈 〉は平均次数
である。 は隣接するノードの次数順位間
の相関係数（スピアマン相関係数）であ
る。また、 はリスケールされた ( , , )
と ( , , )の分布関数距離を表してお
り、この量が 1 に近いほど長距離次数相
関が強い。 
 
(2) ネットワークの頑強性に与える内因性長距離次数相関の影響 
本研究ではまず、内因性長距離次数相関が強いことが明らかにされているフラクタル・スケール
フリー・ネットワークの数理モデル(2,2)-flower の頑強性について調べた。ランダムノード削除
に対する頑強性を反映した臨界ノード削除率 は、無限に大きな(2,2)-flower に対して = 0で
ある[文献 5]。このことは、(2,2)-flower がノード削除に対して極めて脆弱であることを意味し
ている。一方、(2,2)-flower と同じ次数分布関数を有するランダム・ネットワーク（Random 
network: RN）、および(2,2)-flower と同じ隣接次数相関を有する隣接相関ランダム・ネットワー
ク（Nearest-neighbor correlated random network: NNCRN）に対する臨界ノード削除率を理
論的に計算したところ、いずれも熱力学極限で = 1、すなわち極めて頑強であるという結果を
得た。この事実は、ネットワークの頑強性に対して内因性長距離次数相関が決定的に重要な役割
を果たすことを示している。さらに、本研究では幾つもの現実ネットワークの頑強性と内因性長
距離次数相関の関係についても調べた。与えられた現実ネットワーク 、 に対応する RN およ
び NNCRN の臨界ノード削除率 を求めたところ、図 2 の結果を得た。表 1 の結果と比較する
ことにより、以下の結論が得られる。次数相関の弱いネットワークに対しては 3 種類のネット

ワークの頑強性はほとんど変わらな
い。一方、内因性長距離次数相関の強
い WWW や Amazon ネットワーク
（Amazon の商品をノードとし、商
品 と商品 が頻繁に同時購入される
とき、 - 間にエッジが張られるネッ
トワーク）のように大きな を有す
るネットワークの場合、隣接次数相
関による脆弱化の程度（図 2 の赤シ
ンボルと青シンボルの差）よりも遥
かに強い脆弱化が内因性長距離次数
相関によってもたらされる（図 2 の
赤シンボルと黒シンボルの差）。この
事実は、単にネットワークの頑強性
に対して長距離次数相関が重要な役
割を果たすことを示しているだけで
なく、ネットワーク上で起こる様々
なダイナミクスを考える際、長距離
次数相関を無視することが許されな
い事を意味している、 

 

表１：様々な現実ネットワークの内因性長距離次数
相関強度 。隣接次数間の相関係数 などの値も併
記している。 

図 2：様々な現実ネットワーク（●）、およびそれらに対応
する RN（×）、NNCRN（＋）の臨界ノード削除率。 



 
(3) 長距離次数相関とフラクタル性の関係解明 
多くの現実ネットワークに対してフラクタル解析を行い、フラクタル性の強いスケールフリー・
ネットワークの内因性長距離次数相関強度 を計算した。また、フラクタル・スケールフリー・
ネットワークの数理モデルに対しても を計算した。その結果、フラクタル性を有する複雑ネッ
トワークは例外なく強い内因性長距離次数相関を有することが明らかになった。しかしながら、

を大きくするリワイヤリングで得られるネットワークのフラクタル解析を行ったところ、フ
ラクタル性は認められなかった。このことから、長距離次数相関はフラクタル性の必要条件では
あるが、十分条件ではない事が明らかになった。必要十分条件を模索するため、ハブ間長距離反
発という特別な内因性長距離次数相関とフラクタル性の関係について調べた。この研究のため、

ハブ間反発の強さを、 ≡ ∑ /  , ∈ / ∑ /  , ∈ で定義される指標 により

定量化した。ここで、 はノード の次数、 はノード , 間の最短経路長である。分子の和はネッ
トワーク 内の全てのノード対間で取られ、分母の和は に対応する RN に対して取られる。ま
た、 (≥ 0)はハブ間反発を特徴づけるパラメータである。 < 1であればネットワーク にはハ
ブ間反発があり、 > 1ならハブ間には引力的な相関があることになる。本研究で調べたフラク
タル性をもつ全てのネットワークに対し、適当な におけるハブ間反発強度が < 1であったこ
とから、フラクタル・ネットワークにはハブ間長距離反発があると結論される。次に、 を最小
にするようにネットワークをリワイヤすることでフラクタル性が生じるかを調べた。その結果、
得られたネットワーク構造はパラメータ に強く依存することが明らかとなった。 の値によっ
てはフラクタル性を示すこともあれば、非フラクタル構造となることもある。また、フラクタル
性を実現する の値は次数分布関数に大きく依存することも明らかとなった。リワイヤリングに
よるネットワーク形成での の役割を考慮すると、ハブ間長距離反発という概念が、どの程度の
次数のハブをどの程度遠ざけるか明確にしない限り意味を失うことが明らかとなった。 
 
(4) フラクタル・スケールフリー・ネットワークの新たなモデル 
ハブ間の長距離反発相関が自然に生じるモデルとして、逆繰り込み的成長によるフラクタル・ス
ケールフリー・ネットワークの数理モデルを構築した。このモデルでは、一本のエッジ（および
その両端のノード）から成る第 0 世代ネットワーク から始め、各世代では前世代ネットワー
クの各エッジをジェネレーターと呼ばれる小さなグラフ によって置き換える。 にはルートノ
ードと呼ばれる 2 つの特別なノードがあり、置き換えの際にはエッジ両端のノードとルートノ
ードが重なるようにする。ルートノードの次数が 2 以上であり、ルートノード間の最短経路長
が 2 以上であれば、十分大きな世代のネットワークはフラクタル性とスケールフリー性を併せ
持つことになる。このモデルによって形成される無限世代ネットワークには、無限に大きな次数
をもつハブが存在する。これら無限次数ハブ・ノー
ドは高々有限世代で生まれたノードであり、それら
の間の最短経路長は無限に離れることになる。した
がって、本モデルは極めて多様な形状のフラクタ
ル・スケールフリー・ネットワークを生成する世界
初のモデルになっているだけでなく、ハブ間長距離
反発という内因性長距離次数相関が自然な形で実
現されているモデルにもなっている。また、少数の
企業から成る企業間取引関係がより大きな企業間
取引ネットワークの一部に組み込まれるなど、逆繰
り込み的成長は現実世界でもしばしばみられるネ
ットワークの成長機構となっている。本研究では、
このモデルにより形成されるネットワークの次数
分布関数、クラスター係数、次数相関、パーコレー
ション転移点などについても理論的に計算した。具
体的には、これらの量を、ジェネレーターのエッジ
数、ノード数、ルートノード次数、ルートノード間
距離など、ジェネレーターの構造的特徴量の関数と
して与えることに成功した。 
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図 3：逆繰り込み的成長モデルにより形成さ
れたフラクタル・スケールフリー・ネットワー
ク。上段はジェネレーター、下段はこのジェ
ネレーターから構成される第 3 世代ネットワ
ーク。赤いノードはルートノードである。 
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