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研究成果の概要（和文）：社会現象における裾の重い確率分布に対する確率モデルを構築し、そのモデルを理論
的および数値的に分析して性質を明らかにした。
乗算的確率過程に可変下限値を導入した確率モデル、および幾何ブラウン運動の観測時刻が連続一様分布にした
がう場合（2重パレート分布の拡張）などの確率モデルを解析した。研究成果は物理学分野の論文誌Journal of 
the Physical Society JapanおよびJournal of Statistical Mechanicsに掲載された。

研究成果の概要（英文）：Heavy-tailed distributions in social phenomena were theoretically and 
numerically analyzed using stochastic processes.
A multiplicative stochastic process with sample-dependent lower bound and geometric Brownian motion 
with uniformly-distributed observation time were analyzed to obtain distribution functions in exact 
forms. The results were published in physics journals, Journal of the Physical Society of Japan and 
Journal of Statistical Mechanics.

研究分野：数理物理学

キーワード： 確率過程　確率分布

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
可変下限値をもつ乗算的確率過程の研究では、得られた確率分布が市町村の従業者数、国立大学法人の運営費交
付金、企業のトラブル処理費用などのデータとよく一致することが確認された。このように、本研究の成果は社
会現象のデータ解析への応用が期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 近年、様々な社会的な対象・現象を物理学や数学の手法で分析する「経済・社会物理学」や
「数理社会学」といった分野が発展している。社会系を含む複雑系の統計的な性質を抽出する
手法の 1つにサイズ分布がある。サイズ分布とは、データをサイズごとに集計したヒストグラ
ムやサイズの順に並べてグラフ（ランキングプロット）などで表された形式である。社会現象
では、平均的なサイズよりはるかに大きなサイズをもつ要素が存在するという特徴がしばしば
みられる。つまり、要素のサイズに大きな格差があり、このときサイズ分布は裾の重い確率分
布（指数関数よりも緩やかに減衰する確率分布）にしたがう。たとえば、人々の給料には大き
な格差があり、平均的な金額よりはるかに大きな金額を稼ぐ人物がいる。給料の金額のサイズ
分布が裾の重い確率分布の一種であるベキ分布で表されることはパレートの法則として知られ
ている。 
都市における人口も裾の重い確率分布を示す現象である。現在、日本では地方での過疎化と
都市部での人口過密が進み、「消滅可能性都市」といったセンセーショナルな呼称で危機感がも
たれている。人口の確率分布についての研究は、古くはアウエルバッハ (1913) やジップ 
(1949) にさかのぼる[1]。これらの研究では、都市の人口分布がベキ分布にしたがうことが明
らかにされた。佐々木らの研究では日本の自治体の人口分布が分析され、村の人口分布は対数
正規分布、町の人口分布はカットオフのある対数正規分布、市の人口分布はベキ分布にしたが
うことが報告されている[2]。さらに、佐々木らはこの人口分布の特徴を再現するシンプルな数
値モデルを提案している。彼らのモデルでは、各自治体から一定の割合で転出が発生し、転出
先として人口が多い自治体が選ばれやすいという性質が取り入れられている。人口が多い自治
体ほど多くの人々を集めやすいという性質が、裾の重い人口分布を生じるポイントであると考
えられる。 
 
２．研究の目的 
 社会現象における裾の重い確率分布に対する確率モデルを構築し、そのモデルを理論的およ
び数値的に分析して性質を明らかにする。 
 
３．研究の方法 
 実際の現象の特徴を簡略化して取り入れて構築した確率モデルから、確率密度関数や累積分
布関数などを理論的に導出し、その結果を現実のデータと比較する。本研究期間における成果
として、「可変下限値を導入した乗算的確率過程」および「2重パレート分布の拡張」に関する
結果が得られた。 
 
４．研究成果 
(1) 可変下限値を導入した乗算的確率過程 
 社会現象にみられる裾の重い確率分布の生成メカニズムの 1つに、乗算的な確率過程がある。
最もシンプルな乗算的確率過程は 

ܺ௧ାଵ = ௧ܯ  ܺ௧ (1) 
という式で表され、確率変数ܺ௧の時間変化が成長率を表す確率変数ܯ௧の掛け算として与えられ
る。中心極限定理より、充分に時間が経過するとܺ௧の対数lnܺ௧の分布は正規分布に収束する。
つまり、ܺ௧の分布は対数正規分布に収束する。 
乗算的確率過程に下限値ܽを設定し、ܺ௧の値がܽを下回ることがないという条件を追加する： 

図 2  市町村別の従業者数の累積分布
（点）と関数(ݔ)ܩによるフィッティング
（実線）。 

図 1  累積分布関数(ݔ)ܩのグラフ。 



ܺ௧ାଵ = ൜ܯ௧ܺ௧ ௧ܺ௧ܯ)      ≥ ܽ),
ܺ௧ ௧ܺ௧ܯ)           < ܽ). (2) 

この確率過程では、充分に時間が経過するとܺ௧は定常的なベキ分布にしたがうことが知られて
いる[3]。 
 本研究では、下限値ܽをサンプルごとに変化させる「可変下限値」を導入した。まず、乗算
的確率過程(1)にしたがって時間発展させて்ܺを生成し、்ܺが事前に設定した値ݔ∗より大きけ
れば、்ܺを下限値ܽとして式(2)の確率過程による時間発展をおこなう。最終的な確率分布はݔ∗
より小さい範囲では対数正規分布となり、ݔ∗より大きい範囲では式(2)から得られるベキ分布を
下限値ܽについて対数正規分布にしたがう重みで重ね合わせたものとなる。確率密度関数およ
び累積分布関数を厳密に計算することができた。ただし、結果の式は複雑なので省略する。か
わりに、累積分布関数(ݔ)ܩのグラフを図 1に示す。パラメータߚは式(2)から得られるベキ分布
の指数であり、 

Eൣܯ௧
ఉ൧ = 1 

で特徴づけられる。 
 図 2 は累積分布関数(ݔ)ܩと実際のデータとの比較である。データは市町村別の従業者数[4]
であり、(ݔ)ܩはデータ全体にわたってよく一致している。従業者数のデータ以外にも、国立大
学法人の運営費交付金のデータや企業のトラブル処理費用のデータでも本研究で得られた分布
との一致を確認することができた。 
 
(2) 2 重パレート分布の拡張 
 2 重パレート分布とは、サイズが大きい側と小さい側で異なる指数のベキ乗則が現れる確率
分布であり、給与の分布[5]やブログの投稿時間間隔の分布[6]などの社会系でみられる。2 重
パレート分布は、数学的には幾何ブラウン運動に基づいて構成される。初期値が定数である場
合、観測時刻を固定すると、幾何ブラウン運動の観測時刻における値は対数正規分布にしたが
う。幾何ブラウン運動の観測時刻を定数でなく指数分布にしたがう確率変数に変更すると、幾
何ブラウン運動の値がしたがう分布は 2重パレート分布となる。 
 幾何ブラウン運動の観測時刻を指数分布以外の確率変数に置き換えることは、2 重パレート
分布の自然な拡張である。本研究では、観測時刻を連続一様分布とした場合に、確率密度関数
と累積分布関数を求めた。このモデルのパラメータは幾何ブラウン運動のドリフトߤおよびボ
ラティリティߪ、初期値ܵ଴および一様分布の幅 ୫ܶୟ୶の 4つであるが、スケーリングの議論によっ
て 2つに削減することができる。途中の計算には複雑な積分が現れるが、観測時刻が一様分布
である場合にはこの積分はガウスの誤差関数を用いて計算でき、分布関数を閉じた形で表せる
ことが分かった。最終結果の式は複雑なので省略する。 
 図 3 は得られた確率密度関数 ୳݂୬୧(ݔ)のグラフである。確率密度関数はつねに単峰であること
が厳密に示せるが、ピークの位置はパラメータによって変化する。数値計算からピーク位置の
パラメータ依存性を表す図を作成した。さらに、確率密度関数を用いてモーメントを厳密に計
算することもできた。また、図 4 は ୳݂୬୧(ݔ)の累積分布関数ܨ୳୬୧(ݔ)のグラフである。確率密度
୳݂୬୧(ݔ)とは異なり、パラメータが異なってもグラフの傾向は似ている。本研究で導出した分布
で表される現象を探すことは今後の検討課題である。 
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