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研究成果の概要（和文）：本研究では、二次元のフラストレート磁性体の有限温度物性をテンソルネットワーク
表現を用いて解析する手法を開発し、主に、キタエフ相互作用を持つ量子スピン模型に適用してその有限温度物
性を明らかにした。有限温度量子状態の密度行列を小さなテンソルのつながり、テンソルネットワーク、で記述
し、無限に広がった二次元系には、二次元的にテンソルがつながったテンソル積演算子を、有限サイズの二次元
系には、一次元的にテンソルがつながった行列積演算子を採用することで、磁場中のキタエフスピン液体に特徴
的な熱ホール伝導度の温度依存性や、非対角相互作用の存在による有限温度物性の変化を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：In this study, we have developed a method to analyze finite temperature 
properties of two-dimensional frustrated magnets using tensor network representations, and applied 
it to Kitaev spin liquid. The density matrix of a finite-temperature quantum state is described by a
 tensor network. We employed an infinite two-dimensional tensor product operator, iTPO, for an 
infinite sytem, and a matrix product operator, MPO, for a finite two-dimensional system. In 
particular, we showed the temperature dependence of the thermal Hall conductivity in Kitaev spin 
liquid under a magnetic field, and the effect of off-diagonal interactions to finite temperature 
properties.

研究分野：統計物理学、計算物理学、フラストレート磁性体

キーワード： テンソルネットワーク　量子スピン液体　キタエフ模型　相転移　フラストレーション
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究により、これまでは高精度な解析が困難であった、二次元フラストレート磁性体の有限温度物性を、テン
ソルネットワークを用いて解析する手法が確立された。従来から実用化されているテンソルネットワークによる
基底状態の計算と、本研究による有限温度物性の計算を組み合わせることで、スピン液体等のフラストレート磁
性体で実現する新奇秩序の物性を、基底状態で顕著な量子揺らぎ、有限温度で現れる温度揺らぎの、双方の視点
から解析できるようになる。開発した手法により、特に、磁場中のキタエフスピン液体における熱ホール伝導度
の温度依存性について、理解が進み、この成果は、今後のキタエフ物質の物性理解にもつながると考えている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 

 
 複数の相互作用が競合（フラストレーション）したフラストレート磁性体では、様々な新奇現
象が引き起こされる。古典的なスピン自由度を考えただけでも、トポロジカル励起やスカーミオ
ンに代表される多重 Q 秩序状態など、フラストレーション由来の様々な新奇秩序が現れるが、
フラストレーションが存在する量子スピン模型では、これらに加えて、低温まで磁気的な長距離
秩序を持たないスピン液体状態が安定化する場合もある。 

 フラストレーションは興味深い現象の源となっている一方で、スピン量子数（S）の小さい量
子スピン模型では、通常は強力な数値計算手法として働く量子モンテカルロ法が、確率が負の値
をとる、いわゆる負符号問題により効率的に働かないため、これまでは、密度行列くり込み群が
大きな成功をおさめてきた一次元系を除き、厳密対角化等を用いて少数系を計算することしか
できていなかった。しかし、近年になって、量子情報理論からの知見の輸入により、二次元量子
系の基底状態波動関数をテンソルのつながりで表現するテンソルネットワーク法が開発され、
注目を集めている。テンソルネットワーク法は、基底状態の量子的な相関に着目する事で、量子
多体状態を少ない変数で表現できる工夫がなされており、また、負符号問題のような不都合も生
じない。 

 本研究が注目する二次元のフラストレート磁性体に対してテンソルネットワーク法を適用す
る場合、Tensor Product State (TPS) または、 Projected Entangled Pair State(PEPS)と呼ば
れる、二次元のネットワーク構造が有効であり、研究代表者はこの手法の開発と応用を進めてい
た。TPS/PEPS の大きな特徴は、無限に大きな系の基底状態を計算できることであり、厳密対角
化からの外挿では到達が困難だった熱力学極限の情報を直接得る事ができる。研究開始時点ま
でに、研究代表者等によって、強いスピン軌道相互作用の影響で異方的な相互作用が生じている
Na2IrO3 の第一原理ハミルトニアンの基底状態やカゴメ格子ハイゼンベルグ模型の磁化過程な
どへの応用が進んでおり、特に基底状態の計算において、TPS/PEPS の有効性が強く実感され
ている状況であった。 

 このような基底状態計算の成功の一方で、テンソルネットワーク法による有限温度の物性計
算は、未だ発展途上であった。本質的な困難は、有限温度に対応する典型的な純粋状態の波動関
数は、基底状態に比べて量子エンタングルメントが大きいことにある。そのため、基底状態の手
法を素朴に適用するだけでは、有限温度物性を高精度には計算できず、過去の研究をさらに発展
させて手法開発する必要があった。新規物理現象を理解する上では、基底状態の性質だけでなく、
その有限温度の性質を理解し、実験研究と比較することが必要不可欠であり、フラストレート磁
性体の理解のために、高精度の計算手法が待ち望まれている状況であった。 

 
２． 研究の目的 
 
 本研究では、テンソルネットワーク法という効率的な情報圧縮のアイデアを密度行列に適用

することにより、量子多体系の有限温度での物性を高精度で計算する手法を開発する。さらに、

開発した手法を二次元フラストレート磁性体に適用することで、実験と比較可能な物理量の温

度依存性を計算し、種々の新規秩序を基底状態・有限温度の振る舞いから数値的に解析する手法

を構築することが大きな目的である。すでに確立してきた波動関数を用いた基底状態計算から、

密度行列へと一歩進むことで、テンソルネットワーク法による有限温度計算は現実的に実現可

能な状況である。近年提唱されている、幾つかのアルゴリズムを適切に取り入れながら、非自明

な問題に適用可能な段階にまで有限温度計算手法を精緻化し、テンソルネットワーク法を種々

のフラストレート磁性体を解析する基礎的な研究手法として確立させることが、本研究の最終

的な目標である。 
 
３． 研究の方法 

 
本研究では、基底状態計算のテンソルネットワーク法を基礎として、密度行列のテンソルネッ

トワーク表示を用いた有限温度計算法の開発と高精度化を行う。密度行列のテンソルネットワ

ーク表示として、TPS/PEPS を演算子に拡張した、Tensor Product Operator (TPO) または、

Projected Entangled Pair Operator (PEPO)と呼ばれる表現を採用することで、波動関数表示

（TPS/PEPS）では捕らえられなかった有限温度のエンタングルメントの増大を効率的に捉える

ことが可能になる。また、開発した手法を主に、二次元量子スピン系で実現するスピン液体状態

に適用することで、量子スピン液体の物性を、基底状態・有限温度状態の双方の視点から明らか



にする。 

 
４． 研究成果 

 
 第一に、無限に広がった二次元量子スピン系を対象として、密度行列をテンソルネットワーク
で表現する複数の手法の性能比較と検証を行なった。密度行列のテンソルネットワーク表現に
は、自由度を二倍に拡張したヒルベルト空間の状態ベクトルから、半分の自由度を縮約して密度
行列を得る purification と呼ばれる手法と、密度行列そのものを状態ベクトルと考えてテン
ソルネットワークで表現する手法の 2 種類が主に用いられている。前者は、密度行列の正定値性
を厳密に保てるが、その一方で、一次元系では、後者の表現の方が効率的に情報を圧縮できる例
が存在することが知られている。これら二つの手法を、基底状態がスピン液体状態であることが
知られているキタエフ模型に適用し、キタエフスピン液体に特徴的な比熱のダブルピーク構造
が再現できるかに注目して、上記二つの手法を比較した。その結果、purification に基づくテ
ンソルネットワーク表現では、低温のピークを精度良くは再現できず、後者の直接表現の方が二
次元無限系の有限温度物性計算には有効であることが明らかとなった。 

 第二に、密度行列を TPO/PEPO型のテンソルネットワークで直接表現する方法について、新し
い最適化の開発と、テンソルネットワーク形状の改善を行なった。有限温度の密度行列は、高温
極限の単純な、TPO/PEPOに虚時間発展演算子を繰り返し作用することで得られるが、従来法で、
Suzuki-Trotter 分解した虚時間発展演算子をかけた後のテンソル最適化が不十分であることが
大きな問題であることが明らかとなった。この点を解決するため、従来の 2 サイトだけに注目し
た最適化範囲を拡張し、複数サイトで最適化を行うクラスター最適化法を考案した。このクラス
ター最適化法をキタエフ模型に適用したところ、低温比熱の計算精度が大幅に向上することが
明らかとなった。クラスター最適化法は従来法に比べて計算量の増加もそれほど多くないため、
無限に大きな二次元量子スピン系の有限温度状態の高精度計算手法の一つが確立できた。 

 第三に、有限サイズの二次元量子スピン系を対象とした手法開発と、それを用いた、キタエフ
スピン液体での熱ホール伝導度の解析を行なった。有限系では、密度行列のテンソルネットワー
ク表現として、一次元の Matrix Product Operator (MPO)を採用することで、高精度のテンソル
最適化が可能であり、キタエフ模型に適用することで、無限系での計算では精度が不足していた
比熱のダブルピーク構造も精度良く再現できることが明らかとなった。 
 この手法を、近年、α-RuCl3 などの物質で注目されている磁場中での拡張キタエフ模型に適
用することで、熱ホール伝導度の温度依存性が、実験での振る舞いと対応する様に、有限温度で
半整数の量子化値を超える程大きくなることを明らかにした。また、実際の物質にも存在してい
ると考えられる、非対角の相互作用の影響も解析し、これらの相互作用の符号、大きさにより、
熱ホール伝導度の温度依存性が大きく影響を受けることを明らかにした。 
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