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研究成果の概要（和文）：輻射によるエネルギー損失を考慮した荷電粒子の運動方程式として
Lorentz-Abraham-Dirac (LAD)方程式が提案されているが、高階微分項の存在による数学的問題が指摘されてい
る。そのためLAD方程式の摂動近似に相当するLandau-Lifshitz方程式やMo-Papas方程式など上記の問題を含まな
い方程式が代用されている。本研究では比較的簡単な系におけるこれらの方程式による運動の解析解を導出し、
解の振る舞いの定量的な比較・検討を行った。その結果、各方程式の解には場の強度に依存する定量的な差が見
られるが、量子効果が無視できる古典領域においてはいずれの解も差異が小さいことが分かった。

研究成果の概要（英文）：The Lorentz-Abraham-Dirac (LAD) equation is widely recognized as a correct 
equation of motion of charged particle, which includes the radiation reaction force. It is also 
known that the LAD equation has mathematical issues originating the Schott term which contains a 
third time-derivative term. Then other equations which do not suffer from the above issue such as 
the Landau-Lifshitz equation which is obtained by perturbative expansion of radiation reaction term 
in LAD equation, and others such as Mo-Papas equation. In this research, we obtained analytical 
solution of charged particle in relatively simple system by using the LAD and other equations, and 
compared them quantitatively. It was shown that there are some differences among solutions of those 
equations, such as the Lorentz factor, the differences are relatively small in the regime where the 
quantum effect is negligible and classical treatment is acceptable.

研究分野： プラズマ物理学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
輻射を考慮した運動方程式として提案されているLAD方程式は、高階微分項を含むため解析的求解のみならず数
値的球解も難しくこのためLAD方程式の近似方程式に相当する方程式を代用することが多い。そこでこれらの方
程式を用いて運動の解析解を導出し、それらの定量的な比較を行った。その結果、量子電磁力学的な効果が無視
できるような電磁場の強度領域においては、LAD方程式の解とLandau-Lifshitz方程式、Mo-Paras方程式、
Ford-O’Connell方程式の解の相対的な誤差は10-6程度と小さいことが示された。このことは、数値積分が可能
な上記の近似方程式を用いる際の妥当性を示す根拠の一つとなる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
（１）輻射反作用力を考慮した荷電粒子の運動方程式としては Lorentz-Abraham-Dirac(LAD)
方程式が広く知られている。しかし、高階の時間微分項を含む LAD 方程式は解析解のみならず
数値解の求解も難しく、実際には LAD 方程式の摂動近似による Landau-Lifshitz(LL)方程式な
どが代用されている。 
 
（２）LAD 方程式に代用される方程式としては、LL 方程式のほかにも、Mo-Papas(MP)方程式
や Ford-O’Connell(FO)方程式などが知られており、輻射反作用を考慮した電荷の軌道計算等に
用いられている。しかし、LAD 方程式とこれら方程式の解の比較は、個別にはいくか行われて
いるが、同一の系においてこれら全ての方程式の解について比較・検討はされていない。 
 
２．研究の目的 
（１）本研究では、輻射反作用を考慮した荷電粒子の運動を LAD と LL、MP、FO の各方程式
を用いて解析し、それらの解の定量的な比較を行う。そのために、比較的簡単な電磁場分布を設
定し荷電粒子の解析解を求めることで、種々の物理量の比較を行う。 
 
（２）繰り込み手法により導出された LAD 方程式はその正当性がある程度確立されていると言
える。これに対し、その後に提案された上記の他の方程式の妥当性について検討を行う。電磁場
強度により、LAD 方程式と他の方程式の解の差異は増大すると予想され、どの程度の強度領域
まで LL 方程式等が妥当といえるかを明らかにする。 
 
３．研究の方法 
（１）軸磁場とそれに直交する面内の回転電場中での電子を対象にえらび、その運動の解析解を
導出する。それにより、LAD を含む４つの方程式を用いて求めた、ローレンツ因子や輻射率、運
動量などの物理量の定量的比較を行う。 
 
（２）これらの量は磁場強度および電場強度に依存するため、LAD 方程式から得られたものと、
その他の各方程式から得られた量の相対誤差を計算し、その強度依存性から各方程式の妥当性
が場のどのような強度領域において見とれられるかを判断する。 
 
４．研究成果 
（１）ｚ軸方向の静磁場とｘｙ平面内
で一定の角速度で回転する電場内での
電子の運動を LAD 方程式を用いて解く
ことができる。これは他の先行研究に
おいて導出されており、ローレンツ因
子や運動用の電場方向成分および電場
垂直成分が電場および磁場強度の依存
性としてあらわされている。同様に運
動の解析解を LL、MP、FO 方程式に対し
て導出した。本研究で導出した LL方程
式に対する解と、ＭＰ方程式の一般解
は、特定の極限で先行研究で得られて
いる解と一致することを確認してい
る。 
 
（２）図１(a)に LAD 方程式を用いて得
られたローレンツ因子γと、MP 方程式
を用いて得られたγとの相対誤差を黒
線でプロットしてある。横軸は規格化
された電場強度(a0=eE0/(mcω),ここ
で E0 は電場強度、e,m は電子の電荷量
及び質量、ωは回転電場の角周波数)で
ある。a0 が 440 程度までは LL 方程式
の解と MP 方程式の解の差は増大して
ゆくが、その後緩やかに減少している。
誤差の最大値はおよそ 10-6 程度であ
る。 
 同様に、LL方程式と LAD 方程式の相

 
図１ (a)LAD 方程式と MP(黒線)、LL(赤線)、FO(青

線)方程式の解の比較。縦軸はロ－レンツ因子の相

対誤差、横軸は電場強度。(b)ロ－レンツ因子γの比

較。 



対誤差を赤線で、FO 方程式については青
線でプロットしてある。それらの振る舞
いは a0 が 440 程度までは MP 方程式の結
果とほぼ変わらず、それ以上の領域では、
相対誤差が単調に増大していることが分
かる。(b)はローレンツ因子の電場強度依
存性を示している。広範な強度領域にお
いてローレンツ因子の振る舞いに大きな
差異は見られない。パラメータ等の詳細
については文献[1]を参照。 
 
（３）電磁場強度が大きくなると、量子
電磁力学（QED）の効果が無視できなくな
る。QED パラメータとしてローレンツ力
の大きさと臨界電場強度 = /( ℏ)
との比に相当するパラメターχが用いら
れる。図２(a)にはχの電場強度依存性が
プロットされており、各線はそれぞれ異
なる磁場強度 b0=10(青),0（赤）,-10（黒）
に相当する。磁場強度依存性は小さいの
で、例として b0=0 の場合を考えると、電
場強度とともにχの大きさは上昇し、お
よそ a0=440 でスケーリングが変化して
いる。a0=440 は輻射反作用とローレンツ
力の比であらわされるパラメータの 1/3
条根に相当する量で、運動方程式におい
てローレンツ力と輻射反作用力のいずれ
が支配的となるかが入れ替わる強度領域
に相当する。この強度を超えると、輻射
反作用が支配的な領域となり、その時に
は QED パラメータがほぼ１となり QED 効
果を無視することができないことが分か
る。逆にそれ以下の領域では、QED パラメ
ータは１より充分小さく、古典電磁気学による取扱を正当化することができる。そのような領域
において、電子運動にどのような差があるかを図１で確認すると、丁度 MP,LL,FO との差が見ら
れない領域に相当しており、そこでの相対誤差は大きくても 10-6程度であることが分かる。また
図2(b)にはQEDパラメータの電場依存性をことなる回転電場周波数に対してプロットしてある。
それぞれ、ω/(2πc)=107(青線)、106（赤線）105（黒線）である。 
これらのことから QED 効果を無視することができ古典電磁気学が適用できる範囲内では、LAD

と他の LL,MP,FO 方程式の解の間に大きな差異は見られず、それらの妥当性を支持する一つの結
果であるといえる。 
 
引用文献 
[1] T.Nakamura, Phys. Rev. E 102, 033210 (2020). 

 
図２ (a)量子電磁力学パラメータχの電場強度

依存性。各線は異なる磁場強度に相当する。(b)χ

のレーザー強度依存性の角周波数による違い。 
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