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研究成果の概要（和文）：1985年にLuzanovによってスピン対称化Hartree-Fock方程式という理論展開が提案さ
れたが、その後全く芳しい進展がなかった。申請者はこの方程式を精査し、1949年にCoulsonとFischerが提案し
たVB法とMO法の特徴を併せ持つする波動関数と同じであることを突き止めた。このCoulson-Fischer波動関数は
Wilsonによって現代VB法として発展していたが、計算方法の独自性が強く、他の研究者が簡単に利用できなかっ
た。そこで申請者はMO法の観点から理論を見直し、既存のMO法のソフトウェアで計算可能な定式化と、水素分子
の電子基底状態に関する高精度計算方法を確立した。

研究成果の概要（英文）：In 1985, Luzanov proposed a theoretical development called the 
spin-symmetrized Hartree-Fock equation, which has not progressed well. We examined this equation 
closely and found that it is identical to the wavefunction proposed by Coulson and Fischer in 1949, 
which has the characteristics of both the VB and MO methods. The Coulson-Fischer wavefunction had 
been developed by Wilson as the modern VB method, but the originality of the calculation method was 
too strong that other researchers could not easily use it. Therefore, we investigated the theory 
from the viewpoint of the MO method and established a formulation that can be calculated with 
existing MO software. Furthermore we demonstrated a high-precision calculation for the electronic 
ground state of a hydrogen molecule by using the formulation.

研究分野：理論化学

キーワード： 化学結合　電子基底状態　Coulson-Fischer波動関数　水素分子
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研究成果の学術的意義や社会的意義
これまで水素分子の電子基底状態は様々な理論によって表現されてきたが、申請者の提案する計算手法は、既に
多くの研究者によって考察されたVB法とMO法の両方の特徴を併せ持ち、かつ誰でもその波動関数を利用可能とす
るために改良を施した。得られる波動関数には化学結合に関する新しい見方も含まれており、波動関数の研究と
しても興味深い。またこの波動関数は様々な計算手法（密度汎関数法など）へ応用が可能であり、加えて高次電
子相関計算の基底状態としても利用できる。この様に考案された計算手法は多岐の分野への応用が期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 

 
申請者はこれまで電子相関の理論展開を主として研究してきたが、電子相関部分に厳密な展
開や効率的な近似を導入しても、非制限 Hartree-Fock方程式の解(UHF解)を基準に使うとどうし
ても計算結果に破綻が生じることが気になっていた。特に解離過程において UHF解は著しく「お
かしな」結果をもたらす。この現象を回避するには完全活性空間の利用が効果的であるが、活性
空間の取り方に決定的指針は無く、高精度な計算は、ほぼ職人芸の領域になる。 
 申請者は必要最小限の拡張で UHF解が改良できないか模索したところ、αスピンとβスピン
を入れ替えた波動関数を、元の波動関数に加えることで改善できるのではと思い至った。この改
良により最低限、空間的および時間的対称性の破れは補正可能である。類似した展開として一般
化原子価結合法（GVB）が存在するが、GVBでは軌道毎にスピン対を形成するのに対し、この
手法は占有軌道の集合を丸ごとスピン対にするため、計算量が UHFとほとんど変化しないとい
う利点がある。そこで過去の文献を調べたところ、1985 年に Luzanov によってスピン対称化
Hartree-Fock 方程式（SSHF）と称して、ほぼ同じアイデアの提案がなされていた[1]。しかし、
Luzanov の理論展開には幾つかの誤謬があり、また数値的検証もほとんどなされていなかった。
よって本研究課題として SSHFの基礎理論の確立と電子相関計算への応用に注目した。 
 研究課題開始時期において、更に本アイデアと既存理論との整合性を精査したところ、水素分
子に関してはこの SSHFと Coulsonと Fisherが提案した CF波動関数理論が全く同じであること
を突き止めた[2]。CF波動関数は原子価結合法(VB法)と分子軌道法(MO法)を統合する新しい理
論として提案され、水素分子の解離過程を表現可能にするだけでなく、驚くことに平衡核間距離
において最小基底に対する完全配置間相互作用法(FCI 法)に近いエネルギー値を示したのである。
また計算結果の解析から、平衡核間距離におけるエネルギー安定性は、反平行なスピン分極構造
が寄与していることが分かった。 
 CF波動関数に関する研究はWilsonらによって発展し、現代 VB法の一端を担う新規電子状態
計算手法として確立している[3-5]。しかし彼らは VB 法を基礎として式展開を行っているため、
MO法を基礎とした計算手法（基底関数や SCFなど）は使えず、また Hartree-Fock解を用いた電
子相関の考慮へも応用不可能である。そもそも CF波動関数は VB法とMO法の統合からスター
トしているので、「MO法の観点から CF波動関数を再構築できないか？」、が本研究課題の最も
重要な問題となった。もし既存のMO法の計算手法で CF波動関数が得られれば、一般的な電子
状態計算ソフトウェアも利用可能となり、加えて様々な電子相関理論（摂動法や結合クラスター
法など）も応用可能となる。ここで当初 UHF 解の改良程度の研究課題が、VB 法と MO 法の統
合とその簡便計算手法の開発へと転化し、本研究課題は量子化学における重要な発展への挑戦
となった。 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究課題の解決目標は大きく分けて二つあり、どちらも申請者が研究代表者として行った。 
 
目的① スピン対称化 Hartree-Fock方程式の理論展開と SCFによる計算手法開発 
目的② スピン対称化 Hartree-Fock方程式の基底波動関数を用いた電子相関計算 

 
目的①において、研究方法において水素分子における SSHF方程式の解が CF波動関数と完全
に一致することを示し、SCF計算可能な方程式へと展開する。この展開式を基に水素分子の解離
ポテンシャルを計算し、Wilsonらが報告した現代 VB法の結果と一致するか調べる。ここで得た
波動関数は、MO 法の一般的な基底関数と SCF 計算によって得られるため、他の電子状態計算
への利用や、密度汎関数法の改良などにも応用できる。 
目的②において、実際に目的①によって得られた波動関数を電子基底状態とし、電子相関エネ
ルギーを見積もる。この結果と FCI法の結果を比べることで、SSHF方程式の解が電子基底状態
の 0 次近似として良い表現であることが示される。これらの目的が達成できた時、「MO 法の観
点から CF波動関数を再構築した」ことが示される。 
 
 
 
 
 
 
 
 



３．研究の方法 
 
 Coulsonと Fischerによる原論文によると水素分子の CF波動関数は次のように表される。 
 

Ψ = ܰ(߶௔(1)߶௕(2) + ߶௕(1)߶௔(2)) Θ    (1) 
 
ここでΘは 1重項スピン項として1/√2((2)ߚ(1)ߙ− と与えられる。また߶௔と߶௕は次((2)ߙ(1)ߚ
のように定義されている。 
 

߶௔ = ߯ଵ + ଶ,߶௕߯ߣ = ߯ଶ +  ଵ    (2)߯ߣ
 
原論文では߯が水素原子の原子軌道としている。この時λが 0 の場合は VB 法となり、λが
1の時はMO法となる。つまりλの調整によって VB法とMO法のどちらの性質も取り入れ
ることができる。この様な関数߶は GVB 法において準局所軌道と呼ばれ良く用いられる近
似である。申請者は߶を最適化される分子軌道と見なし(λは 1 ではない)、式(1)を二つの
Slater行列式で書き直した。 
 

Ψ = ܰ(|߶௔(1)(1)ߙ ߶௕(2)(2)ߚ| + |߶௕(1)(1)ߙ ߶௔(2)(3) (|(2)ߚ 
 
これはスピン部分が反転した二つの UHF 波動関数の和になっており、Luzanov が提案したスピ
ン対称化 Hartree-Fock方程式の基礎となっている。この形式を用いて水素分子の電子基底状態の
エネルギーを展開すると、 
 

େ୊ܧ = (1 + 〈߶௔|߶௕〉ଶ)ିଵ(ܧ୙ୌ୊ +  େ)    (4)ܧ
 
となる。ここで Ecは次のように与えられる。 
 

େܧ = 〈߶௔|ℎ|߶௕〉〈߶௕|߶௔〉+ 〈߶௔|߶௕〉〈߶௕|ℎ|߶௔〉+ 〈߶௔߶௕|݃|߶௕߶௔〉 (5) 
 
VB法を用いる限りこの定式化でエネルギーと波動関数は得られるが、SCF計算にこの式を用い
た場合、非直交軌道の重なり積分が式(4)の分母に存在するため、計算の収束は非常に困難にな
る。そこで Fock行列をこの定式に沿って変形する。 
 

(௕݌)௔ܨ = ℎ + ℎ݌௕ݏ + ௕ℎ݌ݏ + (௕݌)ܬ +  (6)   (௕݌)ܭ
 
ここでܨ௔は߶௔波動関数の Fock行列であり、݌௕は߶௕波動関数の密度行列である。この Fock行列
を用いて SCF計算により波動関数を最適化することによって、MO法の観点から CF波動関数を
得ることに成功した。得られた波動関数が VB法の結果と等しいか、また電子相関計算が可能か
検証した。 
 
 
４．研究成果 
 
 まず目的①の検証のため、既に報告された現代 VB法
によるCF波動関数から得られる水素分子の解離ポテン
シャル(Ref.[4])と、本研究で得られた SSHF 法による解
離ポテンシャル(CF-SCF)を図 1に示す。図には参考のた
め Hartree-Fock 方程式から得られるポテンシャル(RHF, 
UHF)も示す。申請者は SCF計算を用いて波動関数を得
ているが、CF-SCFは明らかに RHFとも UHFとも異な
る結果となっている。また RHF解と UHF解が急に分離
する点においても、申請者の計算結果は滑らかに変化し
ている。加えて VB法によって得られた結果とも解離ポ
テンシャルの全領域において一致しおり、確実に SCF
計算から CF波動関数を得られていることが分かる。 
 得られた波動関数を解析して、αスピンとβスピンの
スピン密度分布を解析した。結果を図 2に示す。CF波
動関数では結合距離(R)が増えるに従って徐々に局在化
が進みスピン分極が生じているのに対し、Hartree-Fock
波動関数では、ある結合距離を超えると突然スピン分極

 
 

図 1 水素分子の解離ポテンシャル。CF-SCF が

本研究によって得られた結果。 
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が生じる、あたかも相転移のような挙動が見られる。
これが UHF解の「おかしな」挙動であり、SCF計算
から得られた CF波動関数であっても、この現象が抑
止されていることが分かった。 
 次に目的②の検証のため、得られた CF波動関数を
基底状態として 2次の摂動法(MP2)を用いて電子相関
エネルギーを求めた。表１に各基底関数による電子相
関の補填率を示す。ここで補填率とは、FCIと Hartree-
Fockによるエネルギーの差を 100％として、それぞれ
の波動関数を基に MP2補正によって補填された電子
相関の割合である。基底関数は DZから 5Zまで増加
させ、その際の補填率を見積もった。HF+MP2は DZ
程度の基底関数では補填率が非常に低く、たとえ 5Z
まで基底関数を上げても補填率は 83%に留まってお
り、HF波動関数では電子基底状態を表せていないこ
とが分かる。これに対し CF+MP2 では、DZ から 5Z
基底関数全てにおいて補填率が 105-6%と安定してお
り、得られた CF波動関数が水素分子の電子基底状態
として非常に優れた表現であることが分かる。ここで
100%を超えたのは 2 次の摂動補正が起因していると
考えている。  
最後に CF+MP2 計算による水素分子の解離ポテンシャルを図 3 に示す。参考に HF+MP2 と

FCIの結果も示す。CF+MP2の結果は HF+MP2を下回り、FCIとほぼ一致している。つまり CF
波動関数を基底状態として、摂動法により電子相関を加味することで、完全に水素分子の電子状
態および解離過程を表現できることが解明された。以上のことから申請者が目指した「MO法の
観点から CF波動関数を再構築」が達成され、スピン対称化 Hartree-Fock方程式が簡便な計算手
法によって解かれることが確認された。本研究で得られた波動関数は、化学結合に関する新しい
知見も含まれており、波動関数自体の研究としても興味深い。またこの波動関数は様々な計算手
法、たとえば密度汎関数法、摂動法、結合クラスター法などへの利用が可能となった。この様に
考案された計算手法は多岐の分野への応用が期待される。 
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図2 CF波動関数とHartree-Fock波動関数にお

けるスピン密度分布の結合距離依存性。 

表 1 摂動補正(MP2)を加味した全エネルギーの基底関数依存

性。FCI の結果を完全補填とした。 

Basis set HF+MP2 (Eh) CF+MP2 (Eh) FCI (Eh) 

DZ 
-1.156 077 

(76.2%) 

-1.166 450 

(105.1%) 

-1.164 607 

TZ 
-1.165 015 

(80.8%) 

-1.174 724 

(105.3%) 

-1.172 632 

QZ 
-1.166 725 

(82.3%) 

-1.176 252 

(105.9%) 

-1.173 866 

5Z 
-1.167 351 

(83.0%) 

-1.176 771 

(106.2%) 

-1.174 251 

 

 

図 3 CF+MP2 計算による水素分子の解離ポテンシャ

ル。参考にHF+MP2とFCIによるポテンシャルも示す。 
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