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研究成果の概要（和文）：本研究では、群知能による入れ子構造型分岐点探索手法の拡張および改善を試みた。
まず、提案手法を連続力学系における局所分岐点の導出へ拡張した。さらに、提案手法を連続力学系と離散力学
系が混在した合成力学系へ拡張し、合成力学系の特徴的な分岐点の導出を成功させた。これらと同時に、従来法
の問題点を調査し、正しく導出できない分岐点導出の改善を図った。

研究成果の概要（英文）：We extended and improved the nested-layer bifurcation point search strategy 
using swarm intelligence. First, the proposed method was extended to the detection of local 
bifurcation points in continuous dynamical systems. Furthermore, we extended it to piecewise smooth 
maps which are a mixture of continuous and discrete dynamical systems, and succeeded in detecting 
characteristic bifurcation points of that systems. At the same time, we investigated the problems of
 conventional methods and tried to improve the detection of bifurcation points that could not be 
detected correctly. Since all the proposed methods are non-gradient methods, they can be used to 
analyze systems that are difficult to apply with conventional gradient-based methods. Furthermore, 
since they do not require complicated preprocessing, they can be used by non-experts in bifurcation 
analysis and swarm intelligence. In other words, we have proposed an easy-to-use bifurcation point 
detection method for a variety of systems.

研究分野： 計算知能

キーワード： 分岐点探索　分岐図　分岐解析　計算知能　力学系

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
提案手法はいずれも非勾配法であることから、従来法では適用困難であった系の解析にも利用可能である。さら
に、煩雑な前処理を必要としないため、分岐解析や群知能の専門家でなくとも利用可能である。つまり、様々な
システムを対象とする手軽な分岐点導出法を提案に成功した。これを利用することで、これまでは解析不可能で
あったシステムの知らざる現象を解明できる可能性がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 現実世界の時間によって変化する複雑なダイナミクスや現象は、力学系としてモデル化する
ことができる。常微分方程式（ODE）によって記述されるシステムは連続力学系と呼ばれ、差分
方程式によって記述されるシステムは離散時間力学系または写像と呼ばれる。さらに、スイッチ
ングや微分方程式と写像の組み合わせを使用することで、様々な現実世界のシステムを数式に
よる力学系として記述できる。したがって、このような力学系の解析は、現実世界の様々な問題
を解決するために重要であり、力学系の研究は、工学、生物学、社会学、生態学などの幅広い分
野にわたる。このような力学系には通常、1 つ以上のパラメータが含まれている。一般に、系の
振る舞いは非線形であり、分岐現象が観察されることがある。分岐とは、系のパラメータ値（分
岐パラメータ）に対して小さな変化が加えられたとき、周期点の振る舞いに急激な変化が生じる
現象である。分岐解析は、分岐がシステムパラメータにどのように依存するかを調べるための最
も重要な非線形解析技術の一つであり、パラメータ値の小さな変化がシステムの振る舞いに大
きな影響を与える可能性があるため、系の理解に役立つ。分岐図は、複数の分岐点をグラフで表
したものであり、分岐構造を視覚化するためによく用いられる。二つのパラメータに関する分岐
図を描写する最も簡単な方法は、Brute-force 法である。しかし、Brute-force 分岐図の精度は、
対象のパラメータ空間のグリッドの数に依存するため、より高い精度の分岐図を得るためには
より多くの計算量が必要となる。また、Brute-force 法では動的に不安定な周期点を検出するこ
とができない。 

 一方、分岐パラメータの検出とその追跡のために、様々な手法が開発されている。また、AUTO
や BunKi などの分岐解析のためのソフトウェアパッケージも利用可能である。しかし、これら
の標準的な方法は Neuton-Raphon 法に基づいており、勾配法であることから、関数の微分情報
と適切な初期条件を必要とする。そのため、非線形解析に慣れていない初心者にとっては、しば
しば使用が難しい。一方、分岐解析は、複数の解候補を持つメタヒューリスティックアルゴリズ
ムである群知能型最適化によっても実行できる。群知能型最適化では、通常、目的関数の微分を
必要としない。また、その代表的な手法として、Particle Swarm Optimization（PSO）が知ら
れている。PSO はその単純さにもかかわらず、グローバルな探索を可能とすることから、様々
な分野に応用されている。私たちの研究グループは、離散時間および非自律的な力学系において、
分岐パラメータを検出するための PSO ベースの手法を提案した。この手法は、入れ子構造型粒
子群最適化（NLPSO）と呼ばれ、2 つのネストされた PSO によって実行される。NLPSO は非
勾配法であるため、厳密な初期値の設定や手間のかかる手動計算は不要であり、リアプノフ指数
や勾配情報を必要とせずに、周期点の安定性に関係なく正確かつ直接的に分岐パラメータを見
つけることができる。ニュートン法に基づく分岐解析の初期値問題は、NLPSO で検出された単
一の分岐パラメータセットを分岐曲線トレースの初期点として割り当てることで解決できる。
さらに、NLPSO は、異なるランダムな初期状態で NLPSO の実装を繰り返し、検出された複数
の分岐パラメータを描写することにより、不安定周期点と安定周期点の両方の分岐図を取得で
きる。 

２．研究の目的 

 本研究では、群知能による入れ子構造型分岐点探索手法の拡張および改善を目的とする。まず、
先行研究であるNLPSO が探索不可能である、多次元離散力学系における局所分岐点(Neimark-
Sacker 分岐) を対象とした新たな分岐解析手法を提案する。次に、提案手法を連続力学系にお
ける局所分岐点の導出へ拡張する。さらに、提案手法を連続力学系と離散力学系が混在した合成
力学系へ拡張し、合成力学系の特徴的な分岐点(Border-collision 分岐) の導出を試みる。これら
と同時に、従来法の問題点を調査し、正しく導出できない分岐点導出の改善を図る。 

 提案手法はいずれも非勾配法であることから、従来法では適用困難であった系の解析にも利
用可能である。さらに、煩雑な前処理を必要としないため、分岐解析や群知能の専門家でなくと
も利用可能である。つまり、様々なシステムを対象とする手軽な分岐点導出法の提案が研究目的
となる。 

３．研究の方法 

 提案する NLPSO は 2 つの PSO を入れ子型で用いることで最適化を行う。外側のループは分岐
パラメータを探索し、内側のループは周期点を探索する。前処理は簡素であり、次のとおりであ
る。まず、解析対象の系に合わせて，NLPSO 内の 2つの目的関数を定義する．次に，導出したい
分岐の型に合わせて，特性乗数と目的の周期数を設定する．そして通常の PSO と同様に，2つの
PSO をランダムに初期化する． 



 特性乗数に虚数を用いることで、NLPSO を Neimark-Sacker 分岐の導出に拡張した。また、ポ
アンカレ写像を用いることで、連続力学系を疑似的に離散化し、非自律系の分岐点導出を可能と
した。さらに、ペナルティ項を用いた拡張目的関数を提案することで、対象としない分岐点の排
除を可能とした。また、境界条件を目的関数に取り入れることで、Border-Collision 分岐の導
出を可能とした。 

 

４．研究成果 

 図 1は離散力学系における分岐点導出の結果である。周期
倍分岐（PD）やサドルノード分岐（SN）のみならず、Neimark-
Sacker 分岐（NS）も正しく導出できていることがわかる。 

 図 2は、ペナルティ項を用いた拡張目的関数を有する改良
型 NLPSO による、Circle 写像の分岐図導出結果である。従来
型 NLPSO は無数の誤った分岐点を導出しているが、改良型
NLPSO はそれらを解消し、正しい分岐図を導出できているこ
とがわかる。 

 図 3 は、区分線系写像における Border-Collision 分岐の導
出結果を示している。様々な周期数の Border-Collision 分
岐の導出に成功しており、また、周期点の安定性に関わらず、
導出可能であることも特筆すべきである。 

図 1 Neimark-Sacker 分岐を含む 

2 次元分岐図の導出結果 

(a) 従来型 NLPSO     (b) 改良型 NLPSO 

図 2 Circle 写像の 2 次元分岐図 

図  3 区分線系写像における

Border-Collision 分岐 
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