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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は正規反射的凸多面体の数え上げに関する普遍量であるδ多項式の性質
を調べることである．特に，γ非負性と呼ばれる，単峰性と実根性の中間の性質に焦点を当てて研究を行った．
本研究の主な研究成果は(1)B型対称辺凸多面体の構成および，そのδ多項式の研究，(2)豊穣順序凸多面体と豊
穣鎖凸多面体の構成とそのδ多項式の研究，(3)局所的アンチブロッキング凸多面体のδ多項式の研究，(4)対称
辺凸多面体のδ多項式の研究である． (1)と(2)では特にそのδ多項式がγ非負となることを示し，(3)と(4)で
は大部分でγ非負となることを示し，さらにγ非負に関する予想を提唱した．

研究成果の概要（英文）：The aim of this project is to investigate properties of the 
delta-polynomials, which are related to counting lattice points, of normal reflexive polytopes. In 
particular, we focus on gamma-positivity, which is a property between unimodality and 
real-rootedness. Our results of this project are (1) construction of symmetric edge polytopes of 
type B and a study on their delta-polynomials, (2) construction of enriched order polytopes and 
enriched chain polytopes, and a study on their delta-polynomials, (3) a study on the 
delta-polynomials of locally antiblocking polytopes, (4) a study on the delta-polynomials of 
symmetric edge polytopes. In (1) and (2), we, in particular, proved the gamma-positivity of the 
delta-polynomials, and in (3) and (4), for a large class of the polytopes, we proved the 
gamma-positivity and give a conjecture on the gamma-positivity.

研究分野： 代数的組合せ論

キーワード： 格子凸多面体　δ多項式　γ非負性　反射的凸多面体　正規凸多面体

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
数え上げに関連する多項式や数列の研究は古典的な組合せ論の問題意識であるが，特に多項式が回文的，つまり
係数の列が対称，となるときは単峰性より強い性質であるγ非負性の研究が最近注目を集めている．格子凸多面
体のδ多項式のγ非負性に関する研究はこれまでほとんどなく，今回の研究において，多くのγ非負なδ多項式
を持つ格子凸多面体を構成でき，今後のγ非負性に関する研究の礎ができた．またいくつかの予想を提唱したと
ころ，国内外で取り組む研究者が出てくるなど，格子凸多面体論の研究の方向性を与えることに成功し，今後の
発展が期待できる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 

 
 オイラーの公式，ピックの公式などにその源流を持つ凸多面体論は，組合せ論の伝統的な分野
の 1 つである．全ての頂点が格子点となっている格子凸多面体に焦点を当てると，組合せ論，可
換環論，代数幾何，整数論，最適化問題，統計，そしてミラー対称性といった純粋数学や応用数
学の様々な分野との間に美しい関係性が現れる．特に，格子凸多面体に付随する Ehrhart 環は
組合せ論，可換環論，代数幾何の 3 つの分野で重要な役割を担う． 
 今，d 次元格子凸多面体 P⊂Rdに対し，δ(P,t)を次のように定義する: 
 
  δ(P,t)=(1+t)d+1(1+Σn≧1|nP∩Zd|tn) 
 
この時，δ(P,t)は t に関する多項式であり，その次数は高々d である．この多項式δ(P,t)を P の
δ多項式と呼ぶ．δ多項式は，その係数の和が付随する格子凸多面体の正規化体積に一致してい
るなど，格子凸多面体の重要な情報を多く持っている．1980〜1990 年代には，R. Stanley や T. 
Hibi によって，様々なδ多項式の性質が可換環論や代数幾何の手法を用いて発見された．実際，
R. Stanley はδ多項式が付随する Ehrhart 環の h 多項式に一致することに着目し，Cohen-
Macaulay 環の理論から，δ多項式の各係数が非負整数である事を示した．それ以降，δ多項式
は，その係数に関する研究が盛んに行われている．一般に，正整数係数多項式 f(t)=a0+a1t+…+asts

が単峰であるとは，a0≦…≦ak≧ak+1≧…≧asとなる k が存在するときに言う．組合せ論におい
て，ある数え上げに関する多項式がいつ単峰となるか調べることは，基本的な問題となっており，
δ多項式においても多くの研究者がその問題に取り組んでいる．特に，Stanley は可換環論の背
景から， 
 

「正規格子凸多面体のδ多項式の係数の列は単峰になる」 
 

という予想を提唱し，現在に至るまで数多くの研究者がこの問題に取り組んでいる． 
 数え上げに関連する多項式や数列の研究は古典的な組合せ論の問題意識であるが，特に多項
式が回文的，つまり係数の列が対称，となるときは単峰性より強い性質であるγ非負性の研究が
最近注目を集めている．正整数係数 d 次多項式 f(t)=a0+a1t+…+adtdを考える．f(t)が実根性を持
つとは，その全ての根が実数のときに言う．一方，f(t)が回文的，つまりは ai= ad-i がすべての i
について成り立つ時，ある整数γ0,...,γ⌊d/2⌋が一意的に存在し， 
 

f(t)=Σ0≦k≦⌊d/2⌋γk(1+t)s-2ktk 

 
と分解することができる．このγ0,...,γ⌊d/2⌋が非負整数の時，f(t)をγ非負であると言う．またγ
(t)=Σγitiを f(t)のγ多項式と呼ぶ．一般に，γ非負な多項式は単峰である．さらに f(t)が実根性
を持てばγ非負であり，特にγ非負な多項式が実根性を持つことと，そのγ多項式が実根性を持
つことは同値である．つまりγ非負性は単峰性と実根性の間の性質であり，特に，実根性を調べ
る手法として導入されたものである．単峰性や実根性と比べると研究の手法がまだまだ未発達
で，γ非負性の研究は非常に重要視されている．凸多面体，より広く，単体的凸多面体の面に数
え上げに関する普遍量である h 多項式の研究において Gal は 
 

「旗単体的球面の h 多項式はγ非負になる」 
 

という予想を提唱した．こちらの予想は Stanley の単峰予想と比べて研究の手法が少ないため，
かなりの部分で未解決である． 
 
２．研究の目的 

 
 本研究の目的は，正規反射的凸多面体に対し，Stanley の単峰予想と Gal 予想から導かれる予
想として 
 

「旗正則単模三角形分割を持つ正規反射的凸多面体のδ多項式はγ非負である」 
 

を提唱し，その解決を目指すことである．反射的凸多面体はそのδ多項式が回文的，つまり係数
の列が対称となる格子凸多面体であり，旗正則単模三角形分割を持つ正規反射的凸多面体のδ
多項式は旗単体的球面の h 多項式を導く．また正則単模三角形分割を持つ正規反射的凸多面体
のδ多項式は単峰となることが知られている．したがってγ非負性は単峰性より強い性質であ
るため，上記の予想は Stanley と Gal の予想から自然と導かれる．格子凸多面体のδ多項式の



γ非負性に関する研究はこれまでほとんどなく，研究が進めば，格子凸多面体論において非常に
価値のあるものとなる． 
 
３．研究の方法 

 
 格子凸多面体の研究において，有限単純グラフや有限順序集合といった他の組合せ論的研究
対象から格子凸多面体を構成し，その凸多面体を付随する組合せ論的研究対象の言葉で調べる
方法は多く使われている．本研究では，有限単純グラフや有限順序集合から反射的凸多面体を構
成し， 

(1)いつ旗正則単模三角形分割を持つか 
(2)いつδ多項式がγ非負となるか 

という 2 つの問題を明らかにしていく．この方法により，これまでほとんど知られていなかった
γ非負なδ多項式を持つ正規反射的凸多面体を発見し，一般の場合への解決を探る． 
 
 
４．研究成果 
 
 本研究の主な研究成果の詳細を 4つ報告する． 
 
(1) B 型対称辺凸多面体の研究 

 
有限単純グラフに対し，各辺を A 型ルート系と関連させて構成した格子凸多面体として（A
型）対称辺凸多面体が知られている．代表者と関西学院大学の大杉氏はこの格子凸多面体の
構成方法を B 型ルート系に拡張し，B 型対称辺凸多面体を構成した．B 型対称辺凸多面体は
常に反射的とはならないが，その同値条件を完全に決定した．実際，B型対称辺凸多面体が
反射的凸多面体となることと，付随する有限単純グラフが二部グラフとなることが同値であ
る．特に，このとき，常に正則単模三角形分割を持ち，よってそのδ多項式は単模である．
さらに，B型対称辺凸多面体が反射的の時，いつ旗正則単模三角形分割を持つかも完全に決
定した．実際，これは付随する有限単純グラフが弦二部グラフとなることと同値である．最
後に，いつこのδ多項式がγ非負となるかを調べたが，驚くべきことに，B型対称辺凸多面
体が反射的の時，常にγ非負となるδ多項式を持つことがわかった．実際は，そのδ多項式，
特にγ多項式が内部多項式と呼ばれる二部グラフに付随する普遍量を用いて表すことに成
功し，その系としてγ非負性が示された．この研究は，γ非負なδ多項式を持つ格子凸多面
体の豊富な類をはじめて構成した結果であり，国内外からの評価も非常に高かった．特に，
γ多項式をある数え上げ関数と関連させて，そのγ非負性を示す方法は新しく，今後の研究
の進展に期待できるものとなった． 
 

(2) 豊穣順序凸多面体と豊穣鎖凸多面体の研究 
 
R. Stanley は P 分割の観点から，有限半順序集合に付随する２種類の格子凸多面体，順序
凸多面体と鎖凸多面体を構成した．特にこの 2つの凸多面体は Ehrhart 同値，つまり同じδ
多項式を持つことが示された．また旗正則単模三角形分割を持ち，さらに，そのδ多項式は
P分割に関するある数え上げで計算できることがわかっている．一方で，J Stembridge は P
分割の概念を豊穣 P分割に拡張した．豊穣 P分割の組合せ論は色々研究されているが，凸多
面体との関連はまだわかっていなかった．そこで，関西学院大学の大杉氏との共同研究にお
いて，豊穣順序凸多面体と豊穣鎖凸多面体を構成し，この 2つが反射的かつ Ehrhart 同値で
あること，旗正則単模三角形分割を持つこと，そしてそのδ多項式，特にそのγ多項式が豊
穣 P分割に関するある数え上げで計算できることがわかり，Stanley の P分割と凸多面体の
理論を，豊穣 P分割へ拡張した．特に，Stembridge の結果を合わせることで，この 2つの凸
多面体のδ多項式が常にγ非負となることを証明するに至った． 
 
 

(3) 局所的アンチブロッキング凸多面体の研究 
 
アンチブロッキング凸多面体とは，最適化問題でよく扱われる凸多面体である．局所的アン
チブロッキング凸多面体は各象限ではアンチブロッキング凸多面体となっている凸多面体
であり，つまり，アンチブロッキング凸多面体をうまく貼り合わせた凸多面体である．関西
学院大学の大杉氏との共同研究において，局所的アンチブロッキング凸多面体のδ多項式を，
いくつかのアンコンディショナル凸多面体と呼ばれる，良い局所的アンチブロッキング凸多
面体のδ多項式の平均で計算できることを発見した．特に，上述の B型対称辺凸多面体と豊
穣鎖凸多面体はアンコンディショナル凸多面体であり，公式に現れるアンコンディショナル
凸多面体がこの 2 種類のみの局所的アンチブロッキング凸多面体のδ多項式がγ非負とな
ることが示された．この結果を用いることで，例えば，双子順序凸多面体や双子鎖凸多面体



のδ多項式がγ非負となることがわかった．また新しい予想として 
 

「反射的局所的アンチブロッキング凸多面体のδ多項式はγ非負である」 
 

を提唱した． 
 

(4) （A型）対称辺凸多面体の研究 
 
対称辺凸多面体は A型ルート系と有限単純グラフに付随する格子凸多面体であり，正則単模
三角形分割を持つ反射的凸多面体であることが知られている．近年，この対称辺凸多面体の
正規化体積と同期現象の代表的な数学モデルである蔵本モデルとの関連が発見され，その正
規化体積またはδ多項式の計算法の研究が重要となった．しかし，完全グラフや完全二部グ
ラフなど，具体的なグラフでの計算はされていたが，その値がグラフのどういった情報を反
映しているかなど，全くの不透明であった．その中，関西学院大学の大杉氏との共同研究に
おいて，サスペンショングラフ，二部サスペンショングラフといった非常に大きなグラフの
クラス（完全グラフと完全二部グラフを含んでいる）において，付随する対称辺凸多面体の
δ多項式のγ多項式がいくつかの内部多項式の平均で表すことに成功し，初めて，グラフの
普遍量を用いてδ多項式や正規化体積を計算することに成功した．特に，このクラスにおい
て，δ多項式がγ非負となることも分かった．さらに， 
 

「対称辺凸多面体のδ多項式はγ非負である」 
 

という予想を提唱し，国内外の研究者もこの予想を取り組み始めている．また一般には対
称辺凸多面体のδ多項式は実根性を持つことはないが，カクタスグラフのサスペンション
グラフに付随するδ多項式がマッチング生成多項式と呼ばれるグラフの普遍量を用いて計
算できることを示し，そのとき，δ多項式が実根性を持つことが分かった． 
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