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研究成果の概要（和文）：大域次元が有限な多元環ついて圏論的な手法を用いて研究を行った. 大域次元が有限
な多元環である neat 多元環と削除鎖とよばれる部分圏の列の関係について調べた. また, Dlab--Ringel の標
準化法についての共同研究では, 準遺伝多元環を含むクラスの多元環の構成を与えるとともに, これまで完全圏
(アーベル圏)と三角圏で別個に議論されてきた Dlab--Ringel の標準化法を extriangulated 圏で統一的に理解
することを可能にした. さらに, 傾加群と弱支配次元についての共同研究を実施し, 相対 Auslander 多元環が
両側強準遺伝多元環となる十分条件を与えた. 

研究成果の概要（英文）：I studied finite dimensional algebras of finite global dimension using 
categorical methods. I researched the relationship between neat algebras, which are finite 
dimensional algebras of finite global dimension, and sequences of subcategories called rejective 
chains. In joint work on Dlab--Ringel's standardization method, we obtained constructions of finite 
dimensional algebras including quasi-hereditary algebras, and also generalized and unified 
Dlab--Ringel's standardization method to extriangulated categories. Moreover, I conducted joint work
 on tilting modules and weak dominant dimension, and we gave a sufficient condition for relative 
Auslander algebras to be strongly quasi-hereditary algebras.

研究分野： 代数学

キーワード： 大域次元　準遺伝多元環　削除鎖　強準遺伝多元環　Neat 多元環

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
大域次元が有限な多元環は多元環の表現論において重要な研究対象の一つであり, リー理論や代数幾何学など関
連分野にも現れる. 本研究では, 削除鎖をはじめとする圏論的な手法を用いて, 大域次元が有限な多元環の判定
法について考察を行い, 大域次元が有限となるための十分条件を複数与えた. ここで得られた十分条件は比較的
容易に確認できるため, 本研究の成果は大域次元が有限な多元環の研究に寄与があると思われる. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
(1) 大域次元とは多元環の表現論において最も基本的な不変量の一つであり, 環の複雑さを測

る指標とみなすことができる. 大域次元が有限な多元環の導来圏は Serre 関手を持ち,  
Auslander--Reiten 構造やホモロジー代数的に良い性質を有する. このような理由から大
域次元が有限な多元環は盛んに研究されてきた. 他方, 準遺伝多元環とは, リー環や代数群
の表現論からの動機によって研究が開始された大域次元が有限な多元環である. 本研究開
始前の研究代表者の研究によって, 準遺伝多元環の特別なクラスである強準遺伝多元環は
削除鎖とよばれる部分圏の列によって特徴付けられることが知られている. 

 
(2) 準遺伝多元環の構成方法として, 次に述べる Dlab--Ringel の標準化法が知られている. 準

遺伝多元環の標準加群のように振る舞うアーベル圏上の対象の集合を標準化可能集合とい
う. Dlab--Ringel は標準化可能集合を含み拡大で閉じる最小の部分圏の射影生成元の自己
準同型多元環として準遺伝多元環が得られることを示した. より一般に, Dlab--Ringel の標
準化法によって standardly stratified 多元環を構成できることが知られている. また, 完
全圏や三角圏においても標準化可能集合が定義され, 同様の手法で standardly stratified 
多元環の構成が与えられている.  

 
(3) 大域次元が有限な多元環の中でも特に大域次元が 1 以下の多元環の特徴付けは, 遺伝多元

環と呼ばれる多元環によって与えられている. しかしながら, 大域次元が 2 以下の場合に
はこのような特徴付けは知られていない. 他方, Ringel によって, 強準遺伝多元環の特別な
クラスである両側強準遺伝多元環の大域次元は 2 以下であることが示されている. さらに, 
大域次元が 2 以下ならば強準遺伝多元環となることが本研究開始前の研究代表者の研究に
よって明らかになっている. そこで, 大域次元が 2 以下の多元環はいつ両側強準遺伝多元
環となるのか, という問題が生じる. この問題は, 研究代表者のこれまでの研究によって, 
Auslander 多元環及び Auslander--Dlab--Ringel 多元環について解決されている. 

 
 
２．研究の目的 
 
(1) 削除鎖に関する理論の整備を進め, 大域次元が有限な多元環と削除鎖の関係を明らかにす

ること, またどのような多元環が削除鎖を持つのかを調べることが目的である. 
 

(2) Dlab--Ringel の標準化法を一般化し, より広い多元環のクラスの構成を与えることが目的
である. また, これまで完全圏(アーベル圏)と三角圏で別個に議論されてきた Dlab--
Ringel の標準化法を extriangulated 圏で統一的に理解することも目的としている. 

 
(3) 大域次元 2 以下の多元環と両側強準遺伝多元環の間にどれくらい隔たりがあるのか, とい

う問題について, Auslander 多元環の一般化の一つである相対 Auslander 多元環の場合に
答えを与えることが目的である. 

 
 
３．研究の方法 
 
(1) 本研究開始前の研究代表者の研究によって, 準遺伝多元環とその特別なクラスである強準

遺伝多元環について次の結果が知られている. 多元環 A に対して, A が強準遺伝多元環で
あること, A が削除鎖を持つこと, A が準遺伝多元環であり反射鎖を持つことは全て同値
である. そこで, この結果の一般化や多元環が削除鎖を持つための十分条件について考察
を行った. 

 
(2) 従来の Dlab--Ringel の標準化法では, 準遺伝多元環の標準加群のように振る舞う対象を

用いていたが, mixed stratified 多元環を構成するためには, 真標準加群のように振る舞
う対象もあわせて考える必要がある. そこで, 真標準加群の性質について考察することか
ら研究を開始し, ここで得られた知見を踏まえ混合標準化可能集合を導入した. また, 完
全圏(アーベル圏)と三角圏でそれぞれに発展してきた Dlab--Ringel の標準化法を 
extriangulated圏で統一的に扱うためにはどのような条件が必要かを考察した. 
 

(3) Crawley-Boevey--Sauter によって, 大域次元 2 の多元環が Auslander 多元環となるため
の必要十分条件が傾加群を用いて与えられている. そこで, Auslander 多元環の一般化で



ある相対 Auslander 多元環についても傾加群を用いて調べることを主たる研究の方法とし
た. また, 準遺伝多元環が持つ特別な傾加群である特性傾加群との関係についても考察を
行った.  

 

 
４．研究成果 
 
(1) (強)準遺伝多元環を含む大域次元が有限な多元環である neat 多元環と削除鎖との関係に

ついて研究を行い, 次の成果を得た. 多元環 A に対して, A が弱削除鎖を持つことと A 
が neat 多元環であり反射鎖を持つことは同値である. この結果は, 本研究開始前の研究
代表者の研究による削除鎖と準遺伝多元環との関係の類似である. また, 削除鎖やその一
般化である弱削除鎖を持つ多元環について研究を行った. まず, 多元環が弱削除鎖を持つ
ことを単純加群の射影次元によって特徴付けた. この結果を応用することで, 中山多元環
に対しては, 弱削除鎖を持つこと, 大域次元が有限となること, neat 多元環となることは
全て同値であることを証明した. 一般に, 弱削除鎖を持つことと neat 多元環であること
は独立な条件であり, それぞれが大域次元が有限となるための十分条件である. 今回得ら
れた成果により, 中山多元環においてはこれらの条件が全て同値であることがわかった. 
さらに, 弱削除鎖を持つための上述の必要十分条件を用いて, 多元環が削除鎖を持つため
の十分条件を与えた. ここで得られた十分条件を遺伝イデアルを持つ中山多元環及び局所
的遺伝多元環が満たすことを証明できたので, これらの多元環が強準遺伝多元環であるこ
とがわかった.   

 
(2) 山口大学の足立崇英氏と共同で, Dlab--Ringel の標準化法を一般化し, standardly 
stratified 多元環を含むクラスである mixed stratified 多元環の構成を与えた. また, 
これまで完全圏(アーベル圏)と三角圏で別個に議論されてきた Dlab--Ringel の標準化法
を extriangulated圏で統一的に取り扱った. 本研究では, extriangulated 圏上に混合標
準化可能集合を標準化可能集合の一般化として定義した. 従来の標準化可能集合とは異な
り, 混合標準化可能集合はリジッドとは限らない対象からなる. そのため, Dlab--Ringel 
の標準化法と同様の手法で射影生成元を構成することができるとは限らない. しかしなが
ら, 適切な条件のもとでは普遍拡大を繰り返すことで射影生成元を構成できることがわか
った. また, extriangulated 圏の混合標準化可能集合から得られた射影生成元の自己準同
型多元環として mixed stratified 多元環を構成するためには, Hom 関手の左完全性に対
応する条件が必要であることが観察できた. そこで, そのような条件を考えるために 
extriangulated 圏に付加的な構造を与え, extriangulated 圏においても混合標準化可能
集合から mixed stratified 多元環を構成することを可能にした. ここで , 
extriangulated 圏の混合標準化可能集合に仮定した条件を三角圏の場合に適用すると, 三
角圏における標準化可能集合で考えられていたものと一致するため, これは自然な条件で
あるといえる. 
 

(3) 山口大学の足立崇英氏と共同で, 相対 Auslander 多元環が両側強準遺伝多元環となるため
の十分条件を傾加群を用いて与えた. 相対 Auslander 多元環は大域次元が 2以下かつ弱支
配次元が 2以上の多元環である. そこで, 傾加群と弱支配次元の関係について研究を行い, 
弱支配次元が n 以上であることをある傾加群の存在性によって特徴付けた. 今回得られた
結果は, 傾加群と支配次元の関係について調べた Crawley-Boevey--Sauter や Nguyen--
Reiten--Todorov--Zhu の結果の一般化である. さらに, 多元環が高次概 Auslander 多元
環や高次概 Auslander--Gorenstein 多元環となるための必要十分条件をある傾加群の存在
性によって与えた. この結果の応用として, 相対 Auslander 多元環が両側強準遺伝多元
環となるための十分条件を明らかにした. 今回得られた十分条件は, 特性傾加群とよばれ
る準遺伝多元環の構造から定まる特別な傾加群を用いて与えられる. さらに, Auslander 
多元環が両側強準遺伝多元環となる特徴付けを新たに傾加群を用いて与えた. 
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