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研究成果の概要（和文）：以下の研究成果を得た。
（1）Hexagonal Circle Patternsを持つ離散べき関数がガルニエ系およびCAC propertyの理論から導出できるこ
とを明らかにした。（2）広田のdKdV方程式とlattice sine-Gordon方程式の立方体上のコンシステンシーの構造
を明らかにした。（3）q-Painleve方程式の一般解によりdKdV方程式の特殊解が与えられることを示した。（4）
A6型およびA4型のq-Painleve方程式を2階の場合として持つパンルヴェ型の高階常差分方程式系を構成し，それ
らのLax pairおよびaffine Weyl 群対称性を示した。

研究成果の概要（英文）：I got the following results.
(1) I showed that discrete power functions with hexagonal circle patterns can be derived from the 
theory of Garnier systems and the CAC property. (2) I clarified the consistency structures around 
the cube of Hirota's dKdV equation and the lattice sine-Gordon equation. (3) I showed that the 
general solutions of q-Painleve equations give special solutions of the dKdV equation. (4) I 
constructed systems of higher-order ordinary difference equations of Painleve type with q-Painleve 
equations of type A6 and A4 as second-order cases. I also showed their Lax pairs and affine Weyl 
group symmetries.

研究分野：可積分系

キーワード： 可積分系　立方体上のコンシステンシー　離散パンルヴェ方程式　Lax形式　affine Weyl群

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は離散可積分系の理論およびその応用に関する数学の研究である。本研究成果により，様々な非線形差分
方程式の背後にある格子の構造が明らかになった。このことにより，非線形差分方程式の対称性や解に対する新
たなアプローチが得られることが期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
差分方程式の可積分性を示す方法として，無限個の保存量の存在，線形問題 (ラックス形式) へ
の帰着，特異点閉じ込め法，代数的エントロピー，ベックルンド変換の存在など多様な方法が知
られている。本研究では，特にベックルンド変換の局所的な性質である多面体上のコンシステン
シーに注目する。可積分な 2 次元偏差分方程式の立方体上のコンシステンシーとして CAC 
property[Ni]がある。研究開始当初の段階で，CAC property を持つ 2次元偏差分方程式はたく
さん知られていたが，可積分な 2 次元偏差分方程式のなかで最も有名な広田の離散 KdV 方程式
[CNP,Hi]が CAC property を持つか否かは知られていなかった。また，2次元偏差分方程式につ
いて，CAC property 以外の多面体上のコンシステンシーの理論についてはほとんど研究されて
いなかった。 
 
<引用文献> 
[CNP] H.W. Capel, F.W. Nijhoff, and V.G. Papageorgiou, Complete integrability of 
Lagrangian mappings and lattices of KdV type, Physics Letters. A, 1991. 
[Hi] R. Hirota, Ryogo, Nonlinear partial difference equations. I. A difference analogue 
of the Korteweg-de Vries equation, Journal of the Physical Society of Japan, 1977. 
[Ni] F.W. Nijhoff, Lax pair for the Adler (lattice Krichever-Novikov) system, Physics 
Letters. A, 2002. 
 
２．研究の目的 
本研究では，以下の(1),(2)を中心に取り組んだ。 
(1) 広田の離散 KdV 方程式の背後にある多面体上のコンシステンシーの構造を明らかにする。 
(2) 2 次元偏差分方程式の CAC property 以外の多面体上のコンシステンシーの理論について研
究する。 
 
３．研究の方法 
一般に，CAC property を持つ 2次元偏差分方程式はその CAC property を利用することでラック
ス形式が構成できる。つまり，ラックス形式には 2次元偏差分方程式の多面体上のコンシステン
シーの情報が含まれる。既知の広田の離散 KdV 方程式のラックス形式について考察することで，
広田の離散 KdV 方程式の背後にあるコンシステンシーの構造について研究する。 
 
４．研究成果 
広田の dKdV 方程式の既知のラックス形式について考察することで，広田の dKdV 方程式が CAC 
property とは異なるコンシステンシーを持つことを示した。それを筆者らは CABC property と
よぶことにした[JN]。広田の dKdV 方程式と同様に CAC property を持つか否かが分かっていな
かった lattice sine-Gordon 方程式についても，既知のラックス形式を考察することで，それが
CABC property を持つことを明らかにした[JN,Na1]。また，CABC property を用いて広田の dKdV
方程式と lattice sine-Gordon 方程式が CAC property を持つことを明らかにした[Na2]。 
その他にも，以下の研究成果を得た。 
 Hexagonal Circle Patterns を持つ離散べき関数がガルニエ系および CAC property の理論
から導出できることを明らかにした[JKMN]。 

 A3 型,A4 型,A5 型,A6 型の q-差分 Painlevé方程式の一般解で広田の dKdV 方程式の特殊解
が記述できることを示した[Na3]。 

 A4 型,A6 型の q-差分 Painlevé方程式を 2 階の場合として持つパンルヴェ型の高階常差分
方程式系を構成し，それらの Lax pair および affine Weyl 群対称性を示した[Na4]。 

 
<引用文献> 
[JKMN] N. Joshi, K. Kajiwara, T. Masuda and N. Nakazono, Discrete Power Functions on 
a Hexagonal Lattice I: Derivation of defining equations from the symmetry of the 
Garnier System in two variables, Journal of Physics. A. Mathematical and Theoretical, 
2021. 
[JN] N. Joshi and N. Nakazono, On the three-dimensional consistency of Hirota's discrete 
Korteweg-de Vries equation, Studies in Applied Mathematics, 2021. 
[Na1] N. Nakazono, Properties of the Non-Autonomous Lattice Sine-Gordon Equation: 
Consistency around a Broken Cube Property, Symmetry, Integrability and Geometry. 
Methods and Applications, 2022. 
[Na2] N. Nakazono, Consistency around a cube property of Hirota's discrete KdV equation 
and the lattice sine-Gordon equation, Applied Numerical Mathematics, 2024. 
[Na3] N. Nakazono, Discrete Painlevé transcendent solutions to the multiplicative-type 



discrete KdV equations, Journal of Mathematical Physics, 2022. 
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