
大阪大学・大学院基礎工学研究科・助教

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１４４０１

若手研究

2023～2019

Trudinger-Moser不等式に関連する変分問題とコンパクト性の研究

Research on variational problems and compactness related to the Trudinger-Moser 
inequality

２０８３６７１２研究者番号：

橋詰　雅斗（HASHIZUME, Masato）

研究期間：

１９Ｋ１４５７１

年 月 日現在  ６   ５ ２７

円     3,200,000

研究成果の概要（和文）：Trudinger-Moser不等式に関連する幾つかの研究に関して結果を得た。まず
Trudinger-Moser型汎関数の臨界点に関して、領域のスケールに関するパラメータを導入し、そのパラメータを0
もしくは無限大としたときの漸近挙動の解析を行い詳細な結果を得た。また、Trudinger-Moser不等式とSobolev
不等式との関係に関して、Sobolev型不等式の極限とTrudinger-Moser不等式の関係を得た。最近の研究では、2
次元全空間における変分問題と関連する非線形楕円型方程式の基底状態解との関係の研究を行った。

研究成果の概要（英文）：We obtained several results on studies of the Trudinger-Moser inequalities. 
We first clarified asymptotic behavior of critical points of the Trudinger-Moser functional. Then, 
we obtained some results on the relationship between the Trudinger-Moser inequality and the Sobolev 
inequality. Recently, we obtained the relationship between variational problems and ground states of
 corresponding elliptic equations in two-dimensional case.

研究分野： 非線形解析学

キーワード： Trudinger-Moser不等式　変分問題　コンパクト性

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Trudinger-Moser不等式とSobolev不等式の関係に関する結果は、新しい観点から不等式をみることにより得られ
た結果である。そのため、今回得られた結果や手法を応用することにより、様々な先行研究の間の繋がりが得ら
れるようになるのではないかと考える。また、2次元変分問題と関連する非線形楕円型方程式の基底状態解に関
する研究成果は、Trudinger-Moser不等式やSobolev不等式だけでなくより一般的な不等式における研究成果であ
るため、発展方程式などの他の研究への応用が期待できると考えている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
研究開始当初のTrudinger-Moser不等式に関する先行研究を以下の２つの観点からまとめる。 
(1) 変分問題 
(2) 関連する楕円型方程式 
(1)に関して、Carleson-Changの研究から始まり、現在まで数多くの研究、その拡張が行われ
ている。最も重要な結果として、Trudinger-Moser不等式の最良定数は達成されるということ
が知られている。これは、Sobolevの最良定数が達成されないという結果とは異なるものであ
る。また、全空間Trudinger-Moser不等式に関する変分問題においても、Rufを始めとして様々
な研究成果が得られている。 
(2) に関しても数多くの結果がある。特に、方程式に関連する指数型汎関数の臨界点の個数を
考察した研究において、円環領域上及び球領域上での臨界点の存在、個数及び非存在に関する
結果があり、円環領域、球領域それぞれで異なる結果が得られている。 
 
２．研究の目的 
Trudinger-Moser 不等式や指数型非線形項の持つ性質、非コンパクト性に起因する現象につい
て、非線形スケール変換の観点から解析し、現在までの先行研究に関する統一的な見解を得るこ
とを目的とする。 
 
３．研究の方法 
(1)Trudinger-Moser 型不等式の変分問題における低階項の影響を考察する。Brezis-Nirenberg
により Sobolev 型でこの低階項の影響に関する研究が行われており、低階項の持つ性質が変分問
題の達成可能性に影響を与えるという結果が得られている。Trudinger-Moser 型不等式でもこの
研究を行い、達成可能性に影響を与える低階項の条件を明らかにすることで、指数型汎関数の本
質的な性質を明らかにする。 
(2)指数型非線形項をもつ楕円型方程式の解の定性的研究を行う。正値解の一意性やパラメータ
を含む方程式における解の漸近挙動などの研究を行う。 
(3)Trudinger-Moser 不等式と Sobolev 不等式の関係について考察する。指数型汎関数とべき乗
型汎関数の性質について、共通の性質や異なる性質、その関連性について明らかにする。 
 
４．研究成果 
(1)Trudinger-Moser不等式に関連する最大化問題において劣臨界の増大度を持つ摂動項を付加
した変分問題を考察し、原点の近傍での振る舞いと最大化関数の存在・非存在との関係性を明
らかにした。二次以上の増大を持つ場合と持たない場合で存在・非存在の状況が変わるという
結果を得た。この結果はLebesgueノルムを低階項にもつ変分問題での結果を包括するものであ
り、より一般的なものとなっている。 
(2)臨界及び劣臨界Trudinger-Moser型汎関数のNeumann型正値臨界点において、領域のスケー
ルに関するパラメータを導入し、そのパラメータを0もしくは無限大としたときの臨界点の漸
近挙動の解析を行った。パラメータを0としたとき、全ての正値臨界点は、その臨界点が満た



す楕円型方程式の定数解に漸近するという結果を得た。パラメータを無限大とした場合、最良
定数を達成する最大化関数に関して、汎関数内の指数によって漸近挙動が変わるという結果を
得た。具体的には、ある指数を境に、それより指数が大きいと最大点が一意で境界上に位置し
エネルギーの凝集が起こるという結果を得、指数が小さいと全ての点で0に収束するという結
果を得た。これらの結果をもとに、正値臨界点の最大点と領域の幾何学的性質の関係について
も考察した。エネルギーの漸近展開を明らかにし、さらに、最大点は曲率最大の点に漸近して
いくという結果を得た。また同様の問題をDirichlet境界条件型でも考察した。パラメータを無
限大とした場合、Neumann型と同様にある境目となる指数があり、それより指数が大きいと最
大点が一意でエネルギーの凝集が起き、指数が小さいと全ての点で0に収束するという結果を
得た。さらにDirichlet境界条件型では、最大点は内接円の半径が最大となる点に漸近するとい
う結果を得、ここでNeumann境界条件型とDirichlet境界条件型の違いが得られた。 
(3) Sobolev不等式に適当な定数倍と低階項を加えることにより、Trudinger-Moser不等式と関
係の深い幾つかの性質を持つ臨界Sobolev型汎関数を構築した。この汎関数はAlvino不等式、ま
たはradial lemmaと呼ばれる不等式をもとに構築した汎関数である。Sobolev空間における可積
分指数の極限操作に関して、汎関数自身の極限はTrudinger-Moser汎関数になり、その上汎関
数の集中レベルにおいてもTrudinger-Moser汎関数の集中レベルに収束するような臨界Sobolev
型の汎関数を構成した。加えてこの構成した汎関数の最大化問題における最良定数に関して、
下半連続性が成り立つことも示した。 
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