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研究成果の概要（和文）：（１）接触角条件を課した面積保存型曲率流，接的な境界条件を課した界面上昇モデ
ル，結晶粒子の方位パラメータを導入したネットワーク解に対し，初期値問題の可解性や漸近挙動解析の成果を
挙げている．これらは柳青氏（沖縄科学技術大学院大学），高棹圭介氏（京都大学），水野将司氏（日本大学）
との共同研究を含む．
（２）法線速度が曲面に囲まれた体積に依存した，非局所項を伴う曲面流のレベルセットによって表記する方程
式に対し，解の凸性保存や，解の表現公式，それを用いた解の漸近挙動解析の成果を挙げている．これらは柳青
氏（沖縄科学技術大学院大学），三竹大寿氏（東京大学）との共同研究である．

研究成果の概要（英文）：(1) Solvability and asymptotic behavior analysis of initial value problems 
are studied for an area-conserving curvature flow with contact angle conditions, an interface rising
 model with tangential boundary condition, and network solutions with crystal particle orientation 
parameters. These include joint works with Qing Liu (Okinawa Institute of Science and Technology), 
Keisuke Takasao (Kyoto University), and Masashi Mizuno (Nihon University).
(2) For the equation described by the level set formulation of geometric flow with a nonlocal term, 
where the normal velocity depends on the volume enclosed by the curved surface, the results of 
convexity conservation of solutions, an expression formula of solutions, and the asymptotic behavior
 analysis of solutions using the formula are studied. These are joint works with Qing Liu (Okinawa 
Institute of Science and Technology) and  Hiroyoshi Mitake (The University of Tokyo).

研究分野： 曲面の発展方程式
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題の成果のうち，学術的な特徴として，以下の項目が挙げられる．（１）有界な曲線の挙動において
は，接触角条件によっては，進行波解が安定性を持ち，これは境界条件を課さない閉曲線に対する挙動において
は見られない現象である．（２）界面現象モデルにおいて，接的な境界条件を満たす解の可解性は方程式の構造
に依存し，これは既存の結果における，接触角条件を課した場合と異なる構造である．これらの研究成果は，境
界条件によって異なる構造が現れることを解明しているため，本研究課題の学術的意義となる．また，社会的意
義は，本研究課題で扱っているモデルは，物理的背景を伴うことが挙げられる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
 界面ダイナミクスの数学的な記述・解析を動機として，様々な曲面の発展方程式が導入されて
きた．本研究では，液滴等の表面張力問題の解析を動機として導入された，接触角条件付き曲面
の発展方程式を研究対象とした．境界条件を課す事により，境界条件に依存した解の可解性，漸
近挙動，特異性の発生，その他，解の構造が現れることが期待され，これらの解明は学術的な意
義がある． 
 
 
２．研究の目的 
 
 上記のモデルに対し，境界条件に依存した解の挙動解析を行う事により，接触角構造を明らか
にしていくことが目的である．特に，解の漸近挙動解析を様々な接触角条件の下で行うことが一
つの目的である．また，既存の研究では平均曲率流において，タイプ１やタイプ２などの曲率発
散型の特異性が研究されてきているが，境界条件を課した事によって，曲率発散型でない特異性
が現れるかの研究も目的の一つとしている． 
 
 
３．研究の方法 
 
 報告者自身の先行研究では，接触角条件付き面積保存型曲率流に対する進行波解の局所指数
安定性の解析（下條昌彦氏（東京都立大学）との共同研究）や，接触角条件付き表面拡散に対す
る進行波解の存在性と一意性・非一意性の解析（高坂良史氏（神戸大学）との共同研究）を行っ
てきた．これらの進行波解の安定性理論の完備を一つの方法として挙げた．その他の境界条件を
課した曲面流に対する漸近挙動解析も一つの方法として挙げている． 
 また，特異性の解析に関連して，非線形のノイマン境界条件を課した Allen-Cahn 方程式に対
する特異極限問題を考察し，接触角条件を伴う平均曲率流の Brakke 解の構成，正則性理論など
も研究方法の一つとして挙げている．具体的な，曲率発散型でない特異性を伴う曲面流の構成も
研究方法の一つとして挙げている． 
 
 
４．研究成果 
 
 当初計画していた研究方法とは異なる箇所があるが，本研究の研究成果は以下の通りである．
また，当初の研究目的の一部の解明にしか至っていなく，未解明な部分は今後も考察対象とする
予定である． 
 
（１） 下條昌彦氏（東京都立大学）との共同研究でも研究対象としていた，接触角条件付き面

積保存型曲率流に対し，時間大域的な凸解は進行波解に漸近的に収束することを示し，
その解のクラスに限定すれば，進行波解は大域的な指数安定性を持つことを示した．な
お，本研究の難しさとして，これまでの曲線の発展方程式で扱われていた変分構造が使
えないことが挙げられる．例えば，閉曲線の面積保存型曲率流に対しては，長さ汎函数
がリアプノフ関数となり，この構造を用いて，解が時間大域的に存在する時，解は円に
漸近収束することが示されている．本研究でのモデルに対しては，長さ汎関数と，接触
角条件に応じたある種の接触エネルギー汎函数の和が時間に対して単調減少な関数と
なるが，下に有界でないことを理由として漸近挙動解析に応用することが難しい．そこ
で，曲線の挙動を表す偏微分方程式を曲率の発展方程式に書き換え，その方程式に対す
るリアプノフ関数を発見し，漸近挙動解析を行っている．この手法はこれまでの先行研
究と比べて独創的な点となる．なお，本研究は単著論文として出版済みである． 

（２） 接的な境界条件を課した界面上昇モデルに対し，初期値問題の解の可解性の解明と解の
漸近挙動解析を行った．なお，本研究は柳青氏（沖縄科学技術大学院大学）との共同研
究であり，論文は出版済みである．これまで，接触角条件付き界面上昇モデルに対する
研究は行われてきたが，接的な境界条件を扱っている点は本研究の独創的な点である．
本研究の成果として，以下の項目が挙げられる．（A）初期値の関数が連続関数クラスで
あり，先行研究と比べて弱い正則性を課している．（B）初期値問題の可解性は方程式の
構造に依存し，可解性を持つ場合と持たない場合を方程式によって分類した．特に，後
者の場合，解が初期時刻で瞬間的な爆発を示す事によって非可解性を示している．なお，
本研究は，上記の研究背景・目的などでも触れている特異性を伴う曲面流の解析を目的
としたものであり，境界付近で特異性が発生する場合，曲面が境界と接する状況が発生



するため，その接する状況の解析のために，接的な境界条件を研究対象としている． 
（３） 結晶方位パラメータを導入した曲率流の初期値問題に対し，ネットワーク解の時間大域

的な可解性と解の漸近挙動解析を行った．なお，本研究は高棹圭介氏（京都大学）と水
野将司氏（日本大学）との共同研究であり，論文はオープンアクセスとして公開されて
いるが，論文誌は出版予定である．結晶方位パラメータの導入が，様々な曲率流に対す
る先行研究と異なる部分であり，その導入は水野将司氏のこれまでの研究で行われてい
た．そのパラメータの導入により，ネットワークの連結点におけるHerring角度条件が，
ネットワークや結晶方位パラメータの挙動に依存する点が，特にこれまでの研究と異な
る．本研究における解析手法においては，結晶方位パラメータを重みとする長さ汎函数
がリアプノフ関数となり，そのエネルギー有界性を用いて解の時間大域的な正則性を得
ることが鍵となる． 

（４） 解のレベルセットが，曲面に囲まれた体積などに依存した非局所項を伴う曲面の発展方
程式を記述する偏微分方程式に対し，解の準凸性が保存されることを示した．また，解
の表現公式の解明と，漸近挙動解析を行った．なお，本研究は柳青氏（沖縄科学技術大
学院大学）と三竹大寿氏（東京大学）との共同研究であり，論文 1本が出版済みで，論
文1本が出版予定である．これまで，非局所項を伴う曲面の発展方程式の代表例として，
面積保存型平均曲率流，体積保存型平均曲率流などが挙げられるが，これらの非局所項
は曲面積が使われており，曲面に囲まれた体積を扱っている点は，本研究の独創的な点
になると思われる．解の表現公式については，各レベルセットが初期値のレベルセット
の平行曲面族として書けることが期待できるため，その構造を用いて常微分方程式の解
析に落とし込み，最適制御理論を用いて解の表現公式を得ている． 

（５） 大偏差原理の収束確率で現れる汎関数に対する特異極限問題に対し，汎関数のガンマ収
束性についての解明を行なった．なお，本研究は角田謙吉氏（九州大学）との共同研究
であり，現在論文投稿中である．上記の汎関数は時空間上で定義された関数に対する汎
関数であり，特徴として，最小解は Allen-Cahn 方程式の解であることが挙げられる．上
記の収束に関する収束パラメータの極限を取ると，Allen-Cahn 方程式の解の特性を用い
ると，汎関数の最小解の列は，各時刻で Sharp interface を生成し，その曲面の族は平
均曲率流となることがわかる．特に，曲面の近くで，最小解の曲面の法方向の関数のグ
ラフは，Allen-Cahn 方程式から導出される常微分方程式の解として記述される．本研究
で扱う汎関数に対しては，代入する関数のクラスを，与えられた滑らかな曲面流を Sharp 
interface として生成し，特に，その曲面の法方向のグラフが，上記の Allen-Cahn 方程
式から導出される常微分方程式の解を用いて表せるクラスに限定した時，上記の汎関数
は，平均曲率流を最小解とする，曲面流に対する汎関数にガンマ収束することを示した．
なお，本研究の汎関数で現れる拡散項が線形の場合は先行研究によって同様のガンマ収
束性が示されており，本研究では準線形型へ拡張した結果である．これにより，例えば
汎関数の最小解の列は，先行研究では曲面の法方向と接方向に変数分離をして解析でき
たのに対し，準線形の場合には，このような変数分離の手法が使えないことが相違点と
して挙げられる． 
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