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研究成果の概要（和文）：本研究では，新たなグラフクラスにおける生成定理の創成およびその応用を中心に研
究を行った．これまでに三角形分割と呼ばれるグラフクラスにおいて，様々な条件を満たす三角形分割の生成定
理が創成されてきた．本研究課題では，これまでに知られていなかった新しい性質を満たす三角形分割の生成定
理を創成することに成功した．また，その得られた生成定理を応用し，二つの三角形分割に特定の局所変形を繰
り返し適用することによって同型に出来ることも示した．加えて，これまでに知られていた生成定理を応用し，
グラフの不変量などの研究も行い，多くの成果を挙げた．

研究成果の概要（英文）：In this study, we study the generating theorem of new graph classes and its 
applications. For various properties of triangulations, many generating theorems for triangulations 
have been developed. In this study, we could develop a new generating theorem of triangulations with
 a specified property. We also showed that every such two triangulations can be transformed each 
other by a local transformation. Moreover, we have proven many results by applying known generating 
theorems.

研究分野：離散数学

キーワード： グラフ理論　生成定理　局所変形　アルゴリズム

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
今回，新しいグラフクラスの生成定理の創成と生成定理の応用を中心に多くの研究成果を得た．グラフの生成定
理は単なるグラフの生成手法としてだけでなく，生成定理を逆に用いることで，ある命題を証明するための数学
的帰納法の道具となり，素朴にグラフ構造を記述する方法を超越し，非常に強力な手段となる．実際，今回新し
く得られた生成定理も局所変形による同値性を示すために応用されている．今回得られた生成定理および生成定
理の応用によって，新しい研究視点や多くの興味深い定理が得られ，グラフ理論の研究に貢献できたといえる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
グラフとは，有限個の頂点と辺からなる図形のことを指す．グラフの生成定理とは，『あるグ
ラフの族に含まれるすべてのグラフが，特定の極小なグラフたちから，（数種類の）局所変形を
施すことで得られる』という形の命題のことを指す．これまでに様々なグラフの族に対して，そ
の生成定理が証明されてきた．一方で，グラフの列挙問題に対しては，より一般的な構築技法の
開発を目指し，生成定理を用いた列挙アルゴリズムの構築が行われてきた．しかしながら，現存
の生成手法では頂点数に応じた多くの変形過程が存在するため，一般には生成定理を用いてグ
ラフの列挙を行うと現実的な時間では実行できない．したがって，グラフを生成する際の優先度
を考慮し，より効率的な生成過程による生成定理が必要とされてきた． 
 
 
２．研究の目的 
 
そこで本研究では，生成定理とグラフの列挙アルゴリズムに関するより包括的な理論の構築
することが目的である．目的を細分化すると，（a）生成定理のより多くのバリエーションの証明，
（b）各変形操作の優先度を考慮した生成定理の創成，および（c）生成定理を利用した高速な列
挙アルゴリズムの構築である． 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) 研究目的(a), (b)について 
 
閉曲面上の三角形分割とは，その閉曲面上に辺の交差なく描く（埋め込む）ことができるグラ
フで各面が三角形となるグラフのことを指す．その閉曲面上の三角形分割をはじめ，位相幾何学
的グラフ理論においては多くの重要なグラフの族が存在している．しかしながら，そういった族
の中にも，未だに有用な生成定理が見つかっていないものも多く存在している．一方で，私はこ
れまでにいくつかのマイナー操作（辺の除去，辺の縮約，孤立点の除去）を組み合わせた局所変
形による閉曲面上の四角形分割の生成定理など，既存の局所変形を組み合わせることによって
新たな局所変形の開発と生成定理の証明を行ってきた経験があるため，その経験を生かし，まだ
生成定理が得られていないグラフの族に対して，新たな局所変形を開発とその生成定理の証明
を試みる．その過程において，閉曲面上のグラフの不変量を調べることで特定のクラスに属する
グラフの性質を整理する． 
その後，既存の変形に加えて新たに開発された局所変形に対しても，それらの適用状況を調べ，
各変形の優先度を考慮した生成定理の証明に取り組む．そのために，グラフ理論でよく用いられ
ている放電法を利用して，指定された次数を持つ頂点の周辺状況を明らかにし，変形を適用する
効率の良い順番（優先度）を用いた生成定理の証明を試みる．加えて，得られた生成定理の応用
研究にも並行して取り組む． 
 
(2) 研究目的(c)について 
 
得られた生成定理を用いて列挙アルゴリズムを構築し，実際に計算機実験によってグラフの
列挙を試みる．これまでに数名の研究者によって，平面上の三角形分割を列挙するためのプログ
ラムなどが公開されているため，それらで用いられているプログラミング技法を参考にし，新た
に開発した列挙アルゴリズムの実装を行う． 
 
 
４．研究成果 
 
当初予定していた研究目的(c)の列挙アルゴリズムの開発には至らなかったが，本研究課題実
施中に，主に研究目的(a)と(b)に関連して，以下のような研究成果が得られた． 
 
(1)三角形分割の Facial achromatic number 
 
三角形分割 Gの Facial complete coloring とは，指定された色集合から得られる任意の三つ
組がある三角形面に現れるような頂点彩色のことを指し，Gの facial achromatic number とは，
その時の色数の最大値を指す．この概念は，これまで長年研究されてきた achromatic number[参
考文献 5]と呼ばれる概念から着想を得て，[発表論文 2]において横浜国立大学の大野由美子氏



と共に新しく提唱した閉曲面上のグラフに対して定義される不変量である．[発表論文 2]におい
て，facial achromatic number に関する多くの基本的な命題を証明した．例えば，与えられた
三角形分割における facial achromatic number の（頂点数に依存した）最大値の評価や，三角
形分割における点素な面（それぞれが頂点を共有しない面）の個数に関する facial achromatic 
number の下界の評価などを得ている． 
上記に加えて，平面上の偶三角形分割における生成定理を応用し，facial achromatic number
がちょうど 3 となる平面上の偶三角形分割を全て特徴付けることにも成功した．この結果は，
achromatic number に関する先行研究の一つで，閉曲面上の三角形分割の achromatic number が
ちょうど 3となる場合の特徴付けが行われており[参考論文 4]，その結果の facial achromatic 
number への拡張ともいえる．また，[発表論文 2]をきっかけにして，多くの興味深い問題が生ま
れ，数多くの関連研究が行われている[参考文献 3, 発表論文 3]． 
 
(2)局所変形による同値性 
 
Wagner[参考文献 10]が平面上の三角形分割の対角変形を研究していた頃から，生成定理と局
所変形による同値性（局所変形を繰り返し適用することによって，与えられた二つのグラフを同
型なグラフに変形できる性質）には密接な関係があることが知られていた．特に，閉曲面上の三
角形分割と四角形分割における局所変形の研究はグラフ・マイナー理論とも関わりがあり，非常
に多くの先行研究がある[参考文献 9]． 
その中でも，三角形分割における N-flip と呼ばれる局所変形は，グラフの各頂点の次数の偶
奇を保存するため，偶三角形分割の同値性を示すために用いられていた[参考文献 6, 参考文献
7, 参考文献 8]．その先行結果が奇数次数の頂点を，生成定理を創成しそれを応用することで，
ちょうど二つだけ持つ三角形分割においても同様に成り立つことを示すことに成功した[発表論
文 4]．このとき，偶三角形分割が持つ良い性質の一部が奇数次数の頂点をちょうど二つだけ持
つ三角形分割でも成り立つことを確認することができ，これまで取り扱いが難しいとされてい
た部分に良い知見を与えることができた．これに加えて，三角形面と四角形面が混在しているグ
ラフにおいてより“効率的に”同型になるまで変形するためのアルゴリズムを構築することに
も成功している[発表論文 5]． 
 
(3)三角形分割から局所連結グラフへの拡張 
 
局所連結グラフとは各頂点の近傍が連結グラフを誘導するようなグラフを指す．これまでよ
く扱われてきた三角形分割は局所連結グラフの一つである．したがって，局所連結グラフで成り
立つ定理は三角形分割でも成り立つので，三角形分割の結果を局所連結グラフに拡張するとい
う研究がいくつかの先行研究で行われている[参考文献 1, 参考文献 2]．そこで我々は
achromatic number と facial achromatic number について，三角形分割で得られていた結果を
局所連結グラフへと拡張した[発表論文 1]．この研究は単なる拡張だけでなく，achromatic 
number と facial achromatic number との関係性についても言及出来ており，(1)の研究をさら
に発展させることにも貢献している． 
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