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研究成果の概要（和文）：滑らかな境界を持つ偏微分方程式に対する有限要素法, およびそれに関連する話題に
対して, さまざまな観点から数学的な解析を行った. 特に, 楕円型・放物型偏微分方程式に対して, 最大値ノル
ムによる解析や, 時間変数に対する不連続Galerkin法の解析など, 多くの重要な成果を得た. また, 時間発展す
る曲線に対する数値解法の研究と応用研究も行い, いくつかの成果を得た.

研究成果の概要（英文）：I investigated the finite element method for partial differential equations 
with smooth boundaries and related topics from various viewpoints. In particular, I obtained many 
important resultsfor elliptic and parabolic partial differential equations, such as the maximum norm
 estimates and the discontinuous Galerkin time-stepping method. In addition, I studied numerical 
methods for solving time-evolving curves and I applied them to mathematical analysis of a minimizing
 problem for curves.

研究分野：数値解析学

キーワード： 有限要素法　偏微分方程式　数値解法　誤差評価　不連続Galerkin時間離散化法

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
有限要素法はその柔軟性や数学的な明快さから, シミュレーション分野で広く用いられている数値解法である. 
有限要素法に対する数学的な解析は, シミュレーションの妥当性を数学的に保証するために重要な研究である. 
本研究成果は特に, 現実問題のシミュレーションの問題設定として現れうる問題を考えているため, シミュレー
ション分野において重要な役割を果たしている.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 
有限要素法とは偏微分方程式に対する数値解析の 1 つであり, その柔軟性や数学的明快さか
ら, シミュレーション分野で広く用いられている. 数値解法に対する誤差評価などの数学的な
解析は, シミュレーション結果の妥当性を数学的に保証することに繋がる重要な課題である. 
数値シミュレーションでの問題設定として, 考える領域の境界が滑らかであるということが
しばしば仮定される. 例えば, 飛行機の翼周りや自動車の胴体周りの空気の流れをシミュレー
トする際には, 境界が滑らかになる, このような状況下での有限要素法は昔からあるものの, 誤
差評価で用いられるノルムとしては L2ノルムやH1ノルムなどの標準的なノルムばかりが考え
られてきた. しかしながら, 非線形偏微分方程式への応用を考えると, そのようなノルムだけで
は心許ないが, Lp ノルムに代表されるような他のノルムでの誤差評価はほとんど考えられてこ
なかった (図 1). 

 
 
２．研究の目的 
 
上のような状況を踏まえ, 本研究では, 滑らかな境界を持つ領域上の偏微分方程式に対する
有限要素法に関して, さまざまなノルムにより誤差評価などの数学的解析を行うことを目的と
した. 非線形偏微分方程式への応用を念頭に置いて, 線形問題に対するアプリオリ評価などの
基礎的な評価を得ることも目的とした. 
 
 
３．研究の方法 
 
まずは, 線形の楕円型および放物型偏微分方程式に対する, 最大値ノルムによる誤差評価や, 
最大 LpLq 正則性の評価などを検討した (図 2). その後, 非線型偏微分方程式の誤差評価を念
頭に置き, 非線型偏微分方程式に対する数値解法の開発と解析を行った. また, 開発した数値
解法を用いて実際にシミュレーションを行い, 数学的な問題の考察に応用した. さらに, 不連
続 Galerkin 法による時間離散化法に対しても, 同様に最大正則性の評価などの解析を行った. 
Stokes 方程式に対しても同様の考察を行った (図 3). 

 
 
４．研究成果 
 
線形の楕円型・放物型方程式に対する誤差評価や最大正則性などのアプリオリ評価を得るこ
とに成功した. この成果は論文誌 Numer. Math. と Math. Comp. に掲載された.  

図 1: L2ノルム (左上), H1ノルム (右上), Lpノルム (左下). 最大値ノルム (右下) 

図 2: 放物型偏微分方程式に対する最大正則性 

図 3: 不連続 Galerkin時間離散化法の概念図 



非線型偏微分方程式に対する数値解法として, Scalar auxiliary variable (SAV) 法と呼ば
れる, 方程式のエネルギー構造を保存する数値解法を対象とし, さまざまな範囲の偏微分方程
式へ適用できるように拡張した (図 4). また, 同じくエネルギー構造を持つ方程式として, 平
面曲線に対する勾配流方程式を考えた. 制約付きの勾配流に対して, エネルギー散逸構造と制
約条件の両方を保存する数値解法を考案した (図 5). 前者の成果は論文誌 BIT に掲載されて
いる. 後者の成果のうち, 1 つは論文誌 Commun. Math. Res. に掲載され, もう 1つは論文投稿
中である.  
平面曲線に対する数値解法を利用して, 平面曲線の勾配流に関するある数学的な予想に関し
て考察を行った. 数学的には証明できていないものの, 予想がある意味で成り立たないような
数値例を得ることに成功した. この成果は論文誌 J. Math. Pures Appl. に掲載された (図 6). 
不連続 Galerkin 法と呼ばれる方法によって微分方程式の時間変数を離散化する手法に対して, 
離散版の最大正則性の評価を示し, その成果を放物型方程式に対する数値解法の誤差評価へ応
用することに成功した. この成果は論文誌 SIAM J. Numer. Anal. に受理された. 
Stokes 方程式に対する Lp 評価についても検討したが, これについては適切な成果を得るこ
とはできなかった. また, 非線形偏微分方程式に対する有限要素法の数学的な解析までは至ら
なかった. これらの点については今後の課題である.  
しかしながら, 後者に関しては, 代表者は以前から非線形偏微分方程式に対する数値解析の
研究を行っているまた, 研究期間内に得られた成果自体, 非線形偏微分方程式への応用を意識
して研究した成果である. したがって, すでに得られている知見を援用することで, 滑らかな
境界を持つ非線形偏微分方程式に対する数値解析の研究が実現可能であると考えられる.  
 
 
 
 
 

図 4: SAV法による数値計算結果 

図 5: 制約付き勾配流の数値計算結果 

図 6: 考案した数値解法による, 数学的に意味のある数値計算結果 
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