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研究成果の概要（和文）：　欠測値を含む成長曲線モデルにおける統計的仮説検定問題について(1)単調欠測デ
ータの下での成長曲線モデルにおけるパラメータの推定及び検定についての研究成果を得た．
　また，課題(1)に関連して，(2)単調欠測データにおける平均ベクトルの検定に対する新たな検定手法，(3)単
調欠測データを持つ分散共分散行列の検定，(4)単調欠測データを持つ平均ベクトルと分散共分散行列の同時検
定についての研究成果も得ることができた．

研究成果の概要（英文）：　Regarding the statistical hypothesis testing problem in growth curve model
 with missing values, we have obtained results on (1) parameter estimation and testing in growth 
curve model with monotone missing data. 
　In addition, related to issue (1), we have also obtained research results on (2) a new testing 
procedure on mean vectors with monotone missing data, (3) tests on variance-covariance matrices with
 monotone missing data, and (4) simultaneous testing of mean vectors and variance-covariance 
matrices with monotone missing data.

研究分野： 数理統計学

キーワード： 単調欠測データ　最尤推定量

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　成長曲線モデルは経時的な実データのモデル化のひとつであり，例えば，人の成長に関して経時的に測定され
たデータのモデル化に適している．このようなデータには欠測値が含まれることが多々あり，欠測のパターンが
単調（一度欠測が生じるとそれ以降も欠測する）になることもしばしば起こるため，その場合の推定や検定問題
などの統計解析手法を開発することは有用であると思われる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
成長曲線モデルを含むこれまでの統計解析手法において，データが完全に揃っている場合の

議論がほとんどであり，推定問題をはじめ，検定問題に関する理論は十分に整備されていないの
が現状である．また，成長曲線モデルは平均ベクトルに構造を仮定するモデルであるが，平均に
構造を仮定しない，欠測データの場合の研究も不可欠である． 
 
２．研究の目的 
本研究の最大の目的は，多次元データにランダムに欠測が生じた際の成長曲線モデルに対す

る統計解析理論を開発することである．具体的には 
(1)単調欠測データの下での成長曲線モデルにおけるパラメータの推定及び検定 

を中心に議論する．また，(1)に関連して成長曲線モデルを仮定しない場合の 
(2)単調欠測データにおける平均ベクトルの検定に対する新たな検定手法， 
(3)単調欠測データを持つ分散共分散行列の検定， 
(4)単調欠測データを持つ平均ベクトルと分散共分散行列の同時検定 

についても統計解析手法を開発することを目的とする． 
 
３．研究の方法 
 データがすべて揃っている完全データの場合の理論も含めて本研究分野に関する先行研究を
整理する．それを基に欠測値を含む場合へ拡張できないかどうか議論する．結果が得られ次第，
その理論をモンテカルロ・シミュレーションを通して検証する． 
 
４．研究成果 
研究期間を通して 
(1)単調欠測データの下での成長曲線モデルにおけるパラメータの推定及び検定 

についての研究成果を得た．また，課題(1)に関連して 
(2)単調欠測データにおける平均ベクトルの検定に対する新たな検定手法， 
(3)単調欠測データを持つ分散共分散行列の検定， 
(4)単調欠測データを持つ平均ベクトルと分散共分散行列の同時検定 

についての研究成果も得ることができた．各年度の具体的な研究成果は以下である． 
 
2019 年度 
(1)に関して，1 標本問題の k-step 単調欠測データの下での成長曲線モデルにおける平均パラ

メータと分散共分散行列の最尤推定量（それぞれが既知の場合）に関する理論をまとめ，テクニ
カルレポートを作成した．さらに学術雑誌に投稿した．また，1標本問題において，分散共分散
行列が既知の場合の k-step 単調欠測データの下での AIC 型モデル選択規準を導出した． 
(2)に関して，この前段階として，簡便な T²型検定統計量に関する理論を補強した．具体的に

は検出力について，数値シミュレーションによって先行研究で議論されている近似との比較を
与えた．そして，1標本問題における新たな検定統計量に対するいくつかの変換統計量等につい
ての理論をまとめ，数値シミュレーションを行った． 
 
2020 年度 
(1)に関して，1 標本問題の単調欠測データにおける平均パラメータと分散共分散行列につい

て，それぞれが既知の場合の最尤推定量に関する理論をまとめたものを 2019 年度に学術雑誌に
投稿していたが，それが掲載された．また，分散共分散行列が既知の場合における AIC 型モデル
選択規準についての成果をテクニカルレポートとしてまとめた． 
(2)について，特に，2-step 単調欠測データを持つ１標本問題及び２標本問題における平均ベ

クトルに関する新たな検定統計量を導出し，カイ二乗近似を改良する変換統計量を導出した．こ
の結果が学術雑誌に掲載された．これに関連して，２標本問題における簡便な T²型検定統計量
に関する理論を補強しまとめた成果が学術雑誌に掲載される予定となった． 
 
2021 年度 
(1)について，2020 年度以前に得られた推定問題の結果を基に，2020 年度にテクニカルレポー

トとしてまとめていた「分散共分散行列が既知の場合における AIC 型モデル選択規準」について
の内容を補強した．それが学術雑誌に掲載された． 
(2)については，2020 年度までに得られた 2-step 単調欠測データの場合の結果を拡張し，一

般の単調欠測データにおける１標本問題及び２標本問題における平均ベクトルに関する新たな
検定統計量を提案し，その帰無分布の漸近展開を正確に導出することに成功した．近似上側パー
セント点やカイ二乗近似を改良する変換統計量などをいくつか提案し，それらの数値的な検出



力についても議論した． 
(3)に関して，「分散共分散行列のスフェリシティ検定」については 1標本問題における 2-step

単調欠測データの場合に，一部のデータに修正係数をかけることによってカイ二乗近似を改良
する検定統計量を提案した． 
(4)について，尤度比検定統計量をデータが 3-step 単調型欠測を持つ 1 標本問題の場合に求

め，完全データの場合の分散共分散行列の検定や同時検定の修正尤度比検定統計量に着目する
ことによって，この検定統計量の帰無分布のカイ二乗近似を改良する検定統計量を提案した．そ
の近似精度が良いことを，いくつかのパラメータに対してモンテカルロ・シミュレーションを行
うことによって示しており，これらの成果をテクニカルレポートとしてまとめた． 
 
2022 年度 
(2)に関して，一般ステップの単調欠測データにおける平均ベクトルの多重比較問題について，

2021 年度までに提案した新たな検定統計量が基となる漸近展開による新たな近似上側パーセン
ト点を提案し，それを用いた平均ベクトル間の対比較や対照比較に対する近似同時信頼区間を
与えた．モンテカルロ・シミュレーションによりこの近似の有用性をいくつかのパラメータに対
して示した．この成果を学会にて発表し，さらに 2021 年度までに得ていた関連する 1標本問題
や 2 標本問題の研究成果とともにテクニカルレポートとしてまとめた． 
(4)について，2021 年度にテクニカルレポートとしてまとめていた 1 標本問題の 3-step 単調

欠測データにおける「平均ベクトルと分散共分散行列の同時検定」における尤度比検定統計量に
関する議論を多標本問題の場合に拡張した．具体的には，多標本問題のデータに欠測がない場合
の分散共分散行列の検定や同時検定の修正尤度比検定統計量に着目して，この検定統計量の帰
無分布のカイ二乗近似を改良する検定統計量や近似上側パーセント点をいくつか提案した．ま
た，いくつかのパラメータに対してモンテカルロ・シミュレーションを行い，その近似精度の良
さを示した．これらの研究成果をテクニカルレポートとしてまとめ，学術雑誌に投稿した． 
  
2023 年度 
(2)については 2022 年度にテクニカルレポートとしてまとめた研究成果を学術雑誌に投稿し，

査読者からのコメントを基に研究成果の補強を行った．また，これ関連して，簡便な T²型検定
統計量を用いた平均ベクトルの検定について，検定統計量の帰無仮説の下での分布関数の漸近
展開を，相関を考慮した上で1標本問題の2-step単調欠測データの場合に以前導出しているが，
その結果を 3-step 単調欠測データの場合に拡張することに成功した． 
(4)については，1標本問題及び多標本問題における 3-step 単調欠測データの下での平均ベク

トルと分散共分散行列の同時検定における尤度比検定統計量に関する議論を 2022 年度に学術雑
誌に投稿していたが，その補強を行ったところ，学術雑誌に掲載されることとなった． 
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