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研究成果の概要（和文）：スプライン関数は滑らかな区分的多項式であり、その柔軟性と滑らかさに関する最適
性から、データの補間や平滑化といった連続関数の推定問題に広く利用されている。一方で、エッジを含む不連
続な関数の推定には向かないと、従来考えられていた。本研究では、各データ点間で不連続性を適応的に許容す
るスプライン関数を新たに設計し、これを用いて、エッジ検出とエッジ以外の領域における平滑化を同時に行
う、エッジ保存スプライン平滑化を開発した。エッジ保存スプライン平滑化は凸最適化問題として定式化され、
実際に従来のスプライン平滑化や離散標本値のみを推定するアプローチと比べて、より優れた推定精度を達成で
きることを明らかにした。

研究成果の概要（英文）：Spline functions are smooth piecewise polynomials, and because of their 
flexibility and optimality on smoothness, they are widely used for estimation problems of continuous
 functions such as interpolation and smoothing of data. On the other hand, it has been considered 
that spline functions are not suitable for estimation of discontinuous functions including edges. In
 this study, we designed novel spline functions that adaptively allow discontinuities between data 
points. By using them, we developed the edge-preserving spline smoothing that simultaneously 
performs edge detection and smoothing in non-edge regions. The edge-preserving spline smoothing is 
formulated as a convex optimization problem, and we found that it can achieve better estimation 
accuracy than the standard spline smoothing and conventional approaches that only estimate function 
values at the data points.

研究分野： 信号処理、画像処理、レーダ信号処理、最適化、データサイエンス

キーワード： スプライン平滑化　スプライン関数　エッジ検出　超解像　凸最適化　ブロックスパース信号復元　分
位点回帰　最頻区間回帰

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
有限個の離散標本値のみを推定するアプローチと比べて、関数全体を推定するアプローチの利点は、関数を一度
推定してしまえば、任意の点における標本値が瞬時に計算可能になることである。本研究の成果は、エッジを含
む不連続な関数の推定に対しても、スプライン関数を有効に活用できることを明らかにしたものである。今後計
算アルゴリズムを更に高速化できれば、従来のスプライン関数で連続関数を高速・高精度に推定するのと同様
に、本研究のスプライン関数でエッジを含む関数を高速・高精度に推定できるようになり、複雑なエッジを含む
データからも任意の点の高精度標本値を与える、様々な応用で利用可能な超解像アルゴリズムの実現に繋がる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
スプライン関数は「区分的に多項式として

定義される関数（図 1）」であり、様々な連続
関数を高精度に近似する柔軟性と、関数の滑
らかさという観点での最適性から、離散デー
タの補間や平滑化に幅広く利用されていた。
一方、特に画像処理やレーダ信号処理の分野
においては、有限個の不連続箇所（エッジと
もいう）を持つ関数の推定がしばしば必要と
されるが、「大域的な連続性を仮定する従来
のスプライン関数」によって推定を行うと、 
エッジ周辺の構造を大きく歪めてしまうという問題が生じていた。全てのエッジがあらかじめ
検出されていれば、不連続箇所を事前に設定した上でスプライン平滑化を行う方法も考えられ
たが、最終的な推定結果が最初のエッジ検出ステップの精度に大きく依存してしまう。様々な形
状のエッジを含む関数を高精度かつ安定的に推定するために、「エッジ検出」と「エッジ以外の
領域における平滑化」を同時に実現する新しいスプライン平滑化の開発が望まれていた。 
 
２．研究の目的 
有限個のエッジを含む区分的に滑らかな

関数を推定するために、「各データ点間で不
連続性を適応的に許容するスプライン関数
（図 2）」を開発する。有限個の離散標本値の
みを推定するアプローチと比べて、区分的に
滑らかな関数全体を推定するアプローチの
利点は、関数を一度推定してしまえば、任意
の点における標本値が瞬時に計算可能にな
ることである。従来のスプライン関数で連続
関数を高速・高精度に推定するのと同様に、 
本研究のスプライン関数で区分的に滑らかな関数を高速・高精度に推定し、複雑なエッジを含む
観測データからも、任意の点における標本値を計算できる超解像アルゴリズムを実現する。更に、
理学から工学の幅広い分野で、本研究のエッジ保存スプライン平滑化の応用可能性を示す。 
 

３．研究の方法 

 凸最適化問題とは、凸集合として表現さ
れる制約条件の中で、凸関数の値を最小に
する点（＝変数やベクトル）を探索する問
題であり（図 3）、柔軟な定式化を許容しつ
つ大域的な最適性を比較的容易に保証でき
るという利点を有している。「観測データと
の整合性」及び「所望の信号に関する性質」
を凸集合・凸関数として適切に表現できた
場合には、凸最適化問題の解によって元の
信号を高精度に推定できることが知られて
いる。本研究でも凸最適化を利用する。 
本研究で用いる「不連続性を適応的に許容するスプライン関数」全体の集合は、各多項式の係

数を並べて得られるベクトルに関する凸集合として表現できる。また、「スプライン関数と観測
データとの整合性（＝2 乗誤差）」や「スプライン関数の滑らかさ（＝関数の変動エネルギー＝ 

2 階微分の 2 乗の積分値）｣ は係数ベクトルに関する二次形式として凸関数で表現できる。これ
らに加えて更に、「エッジに関する性質」を凸関数として適切に表現することによって係数ベク
トルに関する凸最適化問題を構築し、その解として区分的に滑らかな関数を推定する。このため
に、まずはエッジに関する性質を的確に捉えた凸関数を設計する。その後、データ整合性や関数
の滑らかさも考慮した凸最適化問題を解く。更に、最適化アルゴリズムの高速化も行う。 

 
４．研究成果 
(1) 通常のスプライン関数は、図 1 のように観測データの座標点で多項式が切り替わる。一方、 
本研究のスプライン関数は、図 2 のように観測座標点間の中心で多項式が切り替わる。そして、
いくつかの箇所では隣接する多項式間の不連続性を適応的に許容し、残りの箇所では多項式を
微分値も含めて連続に接続することで、エッジを含む区分的に滑らかな関数を推定する。提案手
法では、「データ整合性」、「エッジを除く箇所での関数全体の滑らかさ」、「エッジ数」の 3 項の
重み付き和の最小化問題として、エッジ保存スプライン平滑化を定式化した。エッジ数はある種

図 1: スプライン関数の概略図 

図 2: 本研究のスプライン関数の概略図 

図 3: 凸最適化を用いた信号推定の概念図 



のブロックℓ0 ノルムとして表現でき、この非凸関数を
ブロックℓ1 ノルムに凸緩和することで、提案手法を凸
最適化問題として定式化することに成功した。提案手
法が、従来のスプライン平滑化や離散標本値のみを推
定するアプローチよりも優れた推定精度を示す（図 4）
ことを、信号処理分野のトップカンファレンスである
「IEEE ICASSP」で発表した。この成果は、エッジを含
む関数の推定に向かないと従来考えられていたスプラ
イン関数に、新たな応用可能性を提示するものであり、
使い勝手が向上すれば、スプライン関数の応用領域を 
大いに押し広げる可能性を秘めている。そのためには、今後以下の 2 点を改善する必要がある。 

1 つは、「データ整合性」、「エッジを除く箇所での関数全体の滑らかさ」、「エッジ数」の各項
の重み（重要度）を現在は手動で調整しているが、これを推定対象に応じて自動調整できるよう
にすることである。もう 1 つは、凸最適化問題を解く際にかかる計算時間を可能な限り短縮する
ことである。後者に関しては、KAUST の L. Condat 博士との共同研究で、凸最適化アルゴリズム
の一種である「前方後方分離アルゴリズム」のステップサイズの拡張に成功しており、応用数学
分野のトップジャーナルである「SIAM Review」に 60頁を超える論文が出版され、既に多数引用
されている。この方法を用いれば、エッジ保存スプライン平滑化の計算時間も一部短縮できる。 
 
(2) エッジ保存スプライン平滑化で解く凸
最適化問題は、数学的には「ブロックスパー
ス信号復元問題」と分類できる。これに関連
して、当初予期していなかった高速 MRI や気
象レーダといった応用で、それぞれ MR 画像
再構成やビームフォーミング（BF）を「ブロ
ックスパース信号復元問題」として捉えるこ
とで成果を上げることができた（図 5、図 6）。 
近年、ℓ0ノルムの優れた凸緩和を利用した 

 ｢LiGME モデル｣と呼ばれるスパース信号復元 
手法が提案されている。MR 画像再構成の従来手法（図 5b）をブロックスパース信号復元と捉え、
これに LiGME モデルを導入することで、比較的大規模な画像復元問題における LiGME モデルの
有効性を世界で初めて示すことに成功し（図 5c）、この成果を国際会議「EUSIPCO」で発表した。 
アレイ信号処理で重要な BF は孤立型標的

を想定して設計されてきたが、気象レーダの
標的となる雨粒は分布型標的であり、従来の
線形な BF では高分解能化が原理上困難であ
った（図 6b、図 6c）。雨粒の散乱信号は図 6a
のように周波数領域（パワースペクトル）で
ブロックスパース信号となる。この性質に基
づいた凸最適化問題を構築し、それを解く非
線形 BF によって従来の約 3 倍という大幅な
高分解能化に成功した（図 6d)。この論文は、
リモートセンシング分野のトップジャーナ
ルである ｢IEEE Transactions on Geoscience 
and Remote Sensing」に出版されており、今後は非線形 BF の実際のレーダへの導入を目指す。
また、長岡技科大の黒田大貴博士と共に開発した「ブロックスパース性の優れた評価尺度」を纏
めた論文も ｢IEEE Transactions on Signal Processing｣ に出版され、今後の応用が期待される。 
 
(3) 連続関数推定の代表例で
ある回帰問題に対しても、新た
なスプライン平滑化手法を開発
した。具体的には、単調性や凸・
凹性などを保証したスプライン
関数を用いて、パーセンタイル
曲線やデータの最頻出領域を推
定した（それぞれ、分位点回帰・
最頻区間回帰という）。提案手法 
の回帰曲線は滑らかで所望の条件も満足するため、従来手法よりも視覚的及び数値的に良好な
推定結果をもたらす。水蒸気圧のデータ解析時においては、飽和水蒸気圧（図 7 赤線）を回帰曲
線の上限に設定して最頻区間回帰を行った（図 7c）。従来のカーネル密度推定法（図 7a、図 7b）
と比べて、提案手法では滑らかで飽和水蒸気圧も超えていない良好な回帰結果が高速に算出さ
れた。この成果はジャーナル論文として「IEICE Transactions on Fundamentals of Electronics, 
Communications and Computer Sciences｣ に出版され、様々なデータ解析への応用が期待される。 

図 4: エッジを含む関数の推定結果 

図 5: 撮像時間 1/7 の MRIにおける画像再構成 

図 6: 気象レーダ用 BF 手法の比較実験 

図 7: 50%最頻区間の回帰結果（横軸:気温、縦軸:水蒸気圧） 
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