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研究成果の概要（和文）：結び目の Kashaev 不変量と双曲体積を関連づける体積予想は、量子トポロジーと双
曲幾何をむすびつける懸案の予想である。また、Chern-Simons理論の非自明平坦接続における展開から得られる
不変量は、まだあまり研究されておらず、未知の研究領域である。
双曲結び目や３次元双曲多様体の双曲構造のホロノミー表現に対応する非自明平坦接続におけるChern-Simons理
論の摂動展開から得られる不変量は、体積予想の漸近展開の高次の項に関連することが期待される。これと関連
するとおもわれる３次元双曲多様体の 3d-index の挙動について筆者は調べた。

研究成果の概要（英文）：The volume conjecture relates the Kashaev invariant and the hyperbolic 
volume of a hyperbolic knot, and it relates the quantum topology and the hyperbolic geometry. 
Invariants obtained from perturbative expansion of Chern-Simons path integral at a non-trivial flat 
connection have not been stuied well so far.
We expect that such invariants obtained from perturbative expansion of Chern-Simons path integral at
 the flat connection of the holonomy representation of the hyperbolic structure would be related to 
higher terms of asymptotic expansion of the volume conjecture. Related to such invariants, the 
author studies the bahaviour of the 3d-index of hyperbolic 3-manifolds.

研究分野：位相幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
3次元多様体の幾何構造の手法による分類の帰結として、3次元多様体の分類問題は3次元双曲多様体の分類に帰
着される。一方、1980年代に数理物理的手法がトポロジーに導入され、3次元のトポロジーには量子不変量がも
たらされた。また、3次元双曲多様体の量子不変量のある種の漸近挙動に双曲体積が現れることが予想されてい
る（体積予想）。この漸近挙動には、比較的最近に導入された不変量である3d-indexが関連することが期待され
ている。
本研究は、3次元双曲多様体の3d-indexの挙動について、成果を得た。これがさらに「3次元双曲多様体の量子ト
ポロジー」という新しい研究領域を創出することをめざしている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 

3 次元多様体の幾何構造の手法による分類は、1970 年代以降の幾何化予想のプログラムによ
り進展し、その帰結として、3 次元多様体の分類問題は 3 次元双曲多様体の分類に帰着される。
一方、1980 年代に数理物理的手法がトポロジーに導入され、3 次元のトポロジーには量子不変
量が、4 次元のトポロジーにはゲージ理論がもたらされた。この両者は不変量の圏化によって関
連づけられる。また、3 次元双曲多様体の量子不変量のある種の漸近挙動に双曲体積が現れるこ
とが予想されている（体積予想）。この漸近挙動には、最近導入された不変量である 3d-index が
関連することが期待されている。本研究では、体積予想の漸近展開を、3d-index や圏化やゲー
ジ理論を手がかりにして研究し、「3 次元双曲多様体の量子トポロジー」という新しい研究領域
を創出することをめざしている。この研究は、3 次元双曲多様体の分類問題に寄与することが期
待される。 
 
２．研究の目的 
 

従来の量子トポロジーでは、3 次元多様体上の Chern-Simons 摂動理論の自明接続からの寄与
の不変量が研究されてきた。その膨大な数の不変量は、豊かな構造をもち、その研究が「量子ト
ポロジー」という研究領域を構築してきた。 

一方、Chern-Simons 摂動理論の非自明接続からの寄与の不変量は、まだあまり研究されてお
らず、未知の研究領域である。3次元双曲多様体に対して、体積予想の漸近展開の高次の項に現
われる不変量は、3次元双曲多様体の 3d-index や、Chern-Simons 摂動理論の非自明平坦接続
（双曲構造のホロノミー表現から定まるもの）からの寄与の不変量と、関連することが期待され
る。そのような不変量も豊かな構造をもち、それらの不変量が「3 次元双曲多様体の量子トポロ
ジー」という新しい研究領域をつくることを筆者は期待している。 
 
３．研究の方法 
 

筆者は、以前の研究で、7 交点以下の双曲結び目に対して、Kashaev 不変量の漸近展開を計算
し、その最初の項に双曲体積が現われることを証明した。これは、この結び目に対して、体積予
想が証明されたことを意味する。また、3 次元多様体の量子不変量の漸近展開に双曲体積が現れ
ることを主張する「3 次元多様体の体積予想」について、筆者は、以前の研究で、8 の字結び目
を整数係数手術して得られる 3 次元双曲多様体に対して、この予想が成立することを筆者は証
明した。 

体積予想の漸近展開の高次の項は、双曲結び目や 3 次元双曲多様体の不変量であり、そのよ
うにして双曲結び目と 3 次元双曲多様体の多くの不変量が得られることが期待される。そのよ
うな高次の項を漸近展開から直接計算することは、理論的には可能であるはずであるが、実用上
はその計算は非常に煩雑になるので、むずかしい。 

3d-index は、カスプ付き 3 次元双曲多様体（「双曲結び目の補空間」がその典型的な例）の不
変量であり、カスプ付き 3 次元双曲多様体の理想 4 面体分割上の状態和として定義され、その
数理物理的背景は SL(2,C) Chern-Simons 理論である。一般に、状態和は、結び目や 3 次元多様
体の量子不変量を定義するときの典型的な手法であり、一方、3d-index を定める状態和は、無
限和であり、その 3 次元多様体に双曲構造がはいるときのみに収束する。このことは、3d-index
が「3 次元双曲多様体の量子不変量」を与えることを示唆しており、上述の不変量と 3d-index が
関連することが期待される。そこで、3d-index の値の挙動について調べることをめざす。 
 
４．研究成果 
 

筆者は、双曲結び目の補空間の n 次巡回被覆空間の 3d-index の係数の値は、十分大きい n
に対して、n の多項式関数になることを示し、また、その 3d-index の値を遷移行列の固有値の
n 乗和の形に表示した。たとえば、41結び目の補空間の n 次巡回被覆空間 Mn(41)の 3d-index の
値は次のようになる。 

 
I(M1(41)) = 1 ―2q  －3q2  +2q3  +8q4  +18q5  +18q6  +14q7 +・・・ 
I(M2(41)) = 1        + 2q2  +8q3 ―3q4 ―32q5 ―66q6 ―56q7 +・・・ 
I(M3(41)) = 1          ―2q3 ―18q4 ―6q5 +138q6  +306q7 +・・・ 
I(M4(41)) = 1                    +2q4  +32 q5 +48q6 ―424q7 +・・・ 
I(M5(41)) = 1                         ―2q5 ―50q6 ―160 q7 +・・・ 
I(M6(41)) = 1                   +2q6  +72q7 +・・・ 
I(M7(41)) = 1                                         ―2q7 +・・・  



各 d について、十分大きい n に対して nd の係数は 0 であることが観察される。また、遷移行列
の固有値の値は  

e1 = 1 
e2 = ―q + q3/2 (u +u－1) +・・・ 
e3 = ―q + q3/2 (u +u－1) +・・・  

のようになり、これを用いて、Mn(41)の 3d-index の値は  
       I(Mn(41)) = ((e1n +e2n +e3n +・・・) の u0の係数)  
のように表示される。上述の I(Mn(41))の値は、左下領域が 0 になっているが、そのことはその
表示の帰結として理解することができる。また、52結び目の補空間の n 次巡回被覆空間 Mn(52)
の 3d-index の値は次のようになる。  

I(M1(52)) = 1  ―4q   ―q2  +16q3   +26q4 +・・・ 
I(M2(52)) = 1        + 14q2  + 6q3 ―107 q4 +・・・ 
I(M3(52)) = 1  + 3q  +15q2 ―82q3 ―24q4 +・・・ 
I(M4(52)) = 1  + 8q  + 8q2 ―72 q3 +・・・ 
I(M5(52)) = 1 + 15q  + 20q2 + 45 q3 +・・・ 
I(M6(52)) = 1 + 24q  + 63q2 + 216q3 +・・・ 
I(M7(52)) = 1 + 35q + 161q2 + 546q3 +・・・  

とくに、十分大きい n に対して、q2の係数の値は n(n－2) に等しいこと、また、q3の係数の値
は 1/4 n (n3 ―6n2 +n +36) に等しいことが観察される。また、遷移行列の固有値の値は  

e1 = 1 +q1/2 (u+ u－1) +q ( ―1 +u2 +u－2 ) +q3/2 ( ―2(u +u－1) +u3 +u－3 ) +・・・ 
e2 = 21/3 q2/3 ―q +3/2 q3/2 (u+u－1) +・・・ 
e3 = 21/3 e2πi/3 q2/3 ―q +3/2 q3/2 (u+u－1) +・・・ 
e4 = 21/3 e－2πi/3 q2/3 ―q +3/2 q3/2(u+u－1) +・・・  

のようになり、これを用いて、Mn(52) の 3d-index の値は  
       I(Mn(52)) = ((e1n +e2n +e3n +e4n +・・・) の u0の係数)  
のように表示される。筆者は、これについて、論文「On the 3D-index of finite cyclic covers of 
hyperbolic knot complement」（プレプリント）（ジャーナル投稿中）を執筆し、2024 年 11 月
に、東京大学において、「双曲結び目の補空間の無限巡回被覆の 3D index について」の発表を
行った。 

関連する研究について、筆者は、2023 年 12 月に、3 次元多様体の量子不変量について、著書
「幾何学と物理」（朝倉書店）を出版した。また、筆者は、2024 年に、3 次元多様体の LMO 不
変量の精密化について、論文「A refinement of the LMO invariant for 3-manifolds with the 
first Betti number 1」（Internat. J. Math. 35）を出版した。 
筆者は、毎年 5 月に数理解析研究所において研究集会「Intelligence of Low-dimensional 

Topology」を開催した。この研究集会において、筆者は未解決問題集を編集した。また、この研

究集会の報告集を数理解析研究所講究録として出版した。また、筆者は、2020 年 2 月と、2024
年 2 月に、数理解析研究所において、国際会議「East Asian Conference on Geometric Topology」
を開催した。 
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