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研究成果の概要（和文）：族のゲージ理論を中心に，微分同相群と関係するゲージ理論的な新たな枠組みの構成
を総合的・組織的に行い，数多くの幾何学的応用を与えることができた．中心テーマであった4次元多様体の同
相群・微分同相群との比較においても，バラエティに富む様々な結果を得た．さらに最終年度には，族のゲージ
理論の新たな，そして重要な応用として，4次元におけるホモロジー的非安定性を達成できた．これは他次元と4
次元の違いを多様体のモジュライ空間のレベルで捉えたものである．これらは今後の族のゲージ理論・4次元多
様体の微分同相群の研究において基本的なものとなると期待できる．

研究成果の概要（英文）：Mainly on the gauge theory for families, I constructed new frameworks of 
gauge theory related to diffeomorphism groups comprehensively and systematically, and was able to 
provide many geometric applications. In the comparison with the homeomorphism groups and 
diffeomorphism groups of 4-manifolds, which was the central theme, we obtained various results in 
variety. Furthermore, in the final year, we achieved homological instability in 4-dimension as a new
 and important application of family gauge theory. This captures the difference between other 
dimensions and 4-dimension at the level of the moduli space of manifolds. These are expected to be 
fundamental in future studies of gauge theory for families and diffeomorphism groups of 4-manifolds.

研究分野：幾何学

キーワード： 族のゲージ理論　Seiberg-Witten方程式　4次元多様体　微分同相群　多様体のモジュライ空間

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多様体のトポロジーにおいて，その対称性を記述する群である微分同相群は基本的な興味の対象である．各次元
の多様体の微分同相群の研究は現在も急速に発展しつつある．他方，4次元多様体の分類論が他の次元と比較し
特異的であることは，多様体のトポロジーにおける共通認識となっている．この研究の結果は，多様体の分類論
で既に生じていた4次元の特異性を，微分同相群のレベルでの問題設定と解決の両面から確立して来たものと位
置づけることができる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
多様体のトポロジーにおいて，その自己同型群である微分同相群は基本的な興味の対象である．
3次元以下の多様体に対しては，その微分同相群から同相群への包含写像が弱ホモトピー同値で
あることが知られており，この意味で位相的なカテゴリーと可微分カテゴリーのホモトピー的
な比較について完全な理解がある．また高次元多様体の微分同相群・同相群の位相的構造につい
ても，現在急速に研究が発展しつつある． 
他方，4次元多様体の分類論が他の次元と比較し特異的であることは，多様体のトポロジーにお
ける共通認識となっている．これは他の次元における主要な道具の一つであった手術の技法 
(Whitney trick) が 4次元では使えないことに由来する．とりわけ，位相的カテゴリーと可微分
カテゴリーの比較の点で，他の次元で発生しなかった現象が数多く生じることが知られている．
このような現象を検出する上で，物理学由来の偏微分方程式を 4 次元多様体上で考察するゲー
ジ理論を有効に用いる手法も，現在では標準的である． 
微分同相群の研究においても，Whitney trickが存在しないことが障壁となり，4次元多様体の
微分同相群に対する知見は他次元と比べ極めて限られていた． 
 
 
２．研究の目的 
4次元多様体の微分同相群を，同相群との比較を中心として調べることを目的とする．具体的に
は，微分同相群から同相群への包含写像がホモトピー群に誘導する写像が同型にならないよう
な状況を検出することが典型的な応用として想定される．これが達成されると，微分同相群・同
相群の位相構造の差を，トポロジーとして自然な形で捉えていることになる．上で述べたことか
ら，4次元はそのような差が生じ得る最小の次元であり，詳しく調べることが自然な状況である．
またこのような研究は，既に知られている 4 次元多様体の分類理論における位相的なカテゴリ
ーと可微分カテゴリーの差異の類似を，多様体の自己同型群のレベルで得ることに相当し，大き
な研究領域となる可能性を秘めている． 
 
 
３．研究の方法 
4 次元多様体の族に対してゲージ理論を展開する「族のゲージ理論」を主たる道具とする．これ
は私が国内外の共同研究者の協力を得ながら，組織的な研究を推進してきた道具であり，ゲージ
理論的手法自体を深化させることも研究計画の主要部をなす．具体的問題に応じて族のゲージ
理論を発展させ，具体例と抽象的理論が相互啓発的に進展することを目指す． 
 
 
４．研究成果 
本研究課題の開始直前に，4 次元多様体の族に対する Donaldson の対角化定理の対応物を
Baraglia が証明した．これは射程が広く，上で述べた 4 次元多様体の同相群・微分同相群の比
較問題に対する強力な応用がある．そこで，本計画の前半は，Baraglia の結果の拡張にまつわ
るものが中心となった． 
まず，中村信裕との共同研究で，Baraglia の結果の Pin-(2)-モノポール版を確立し，応用範囲
を広げることに成功した．この結果は，閉 4次元多様体の同相群・微分同相群のホモトピカルな
比較としては，最も広範な 4次元多様体に適用できるものである． 
次に，谷口正樹との共同研究で，Baraglia の結果の境界付き 4 次元多様体版を，境界の族が自
明という仮定の下確立した．証明には Manolescu による Seiberg-Witten Floer 安定ホモトピー
型を用いる．Baraglia の結果の証明には Bauer-Furuta 不変量の族版が用いられていたが，我々
は相対 Bauer-Furuta 不変量の族版を定義し，そこから情報を引き出すことが証明の方針である．
相対 Bauer-Furuta 不変量の受け皿に Seiberg-Witten Floer 安定ホモトピー型が現れる．応用
として，境界付き 4次元多様体であって，その微分同相群から同相群への包含写像が弱ホモトピ
ー同値でない例を大量に検出した．この結果は境界の 3次元多様体の Froyshov 不変量と呼ばれ
る不変量や，Manolescu によるその変種であるα,β,γと呼ばれる不変量の言葉で書かれるもの
である． 境界付き 4 次元多様体の微分同相群と同相群の比較は未開拓の領域だったが，その方
面の最初の結果が，非常に豊富な具体例を伴って得られたことになる． 
この結果は境界付き 4 次元多様体の族であって，境界に制限して得られる 3 次元多様体の族が
自明なものを扱っていた．相補的な方向として，3次元多様体の非自明な族を 4次元多様体の族
に拡張できるかという問題が考えられる．この方向に対する試みとして，スピン 4次元多様体上
の involution に対する Seiberg-Witten 方程式を用いた加藤佑矢の議論を，境界付き 4 次元多
様体へ一般化し，新しい応用を得た．より具体的には，Seiberg-Witten Floer 安定ホモトピー
型を用い，加藤の議論を拡張するような Seiberg-Witten ホモトピー論を境界付き 4次元多様体
に対して定式化した．特に，これに然るべき同変 K 理論を適用することで，involution 付きの



境界付き 4次元多様体に対する Floer K 理論を定式化し，相対 10/8 型の不等式を得た．この枠
組みを応用し，境界付き 4次元多様体上の滑らかになれない群作用を detect した．これは 3次
元多様体上の群作用が，トポロジカルには拡張するが滑らかには拡張しない例を与える．また，
この枠組みを結び目とそれが張る曲面に対して適用することで，結び目に対する Floer K 理論
を得ることもできる．これを用いることで，stabilizing number と呼ばれる結び目の 4次元的
な不変量が，滑らかなカテゴリーとトポロジカルなカテゴリーで差が出る例を初めて与えた．ま
た，3次元球面を境界に持つ，定値とは限らない 4次元多様体に対して，境界内の結び目が張る
曲面の種数に下からの評価を与えた．これまでは Donaldson の対角化定理の一般化がこの問題
に対する道具の主流であり，定値でない 4次元多様体に対する結果は少なかったため，これは意
義が大きい．加えて，加藤氏の元々の議論の別の応用として，4次元における Nielsen 実現問題
への反例を組織的に与えた．これは，微分同相群の代数構造に関する制約を与えたもので，これ
までの研究の主たる対象であった微分同相群の位相構造に関する研究とは異なる方向を啓くも
のである． 
また，上で述べた谷口正樹・宮澤仁との共同研究で行ったスピン 4 次元多様体上の involution
に対する議論を，スピンでない場合にも部分的に展開することにも成功した．この応用の中には，
非スピン 4次元多様体の場合の Nielsen 実現問題が否定的に解ける初めての例も含まれる． 
さらに最終年度に，研究計画当初は予定していたなかった重要な成果を挙げることができた．微
分同相群の分類空間のホモロジー的安定性が 4 次元で成立しないことを証明したことである
（Jianfeng Lin（清華大学）との共同研究）．4次元以外の任意の偶数次元においては，微分同
相群の分類空間（多様体のモジュライ空間と呼ばれる）のホモロジーは，多様体の安定化と呼ば
れる操作を有限回行うことで安定することが知られていた．これは Harer (２次元)および 
Galatius・Randal-Williams (６次元以上)による結果である．前者は 2次元トポロジーにおけ
る基本定理の一つであり，より最近証明された後者は，高次元トポロジーにおける近年の主要な
成果の一つと見なされている．今回の我々の研究で，これらに対応する主張が 4次元では成立し
ないことを証明することができた．これは 4 次元の特殊性を従来とは異なる形で確立する結果
である．より詳しくは，我々の結果を Galatius・ Randal-Williams による高次元での状況と合
わせると，4 次元多様体のモジュライ空間のホモロジーの計算がホモトピー論に帰着できな い
ことを示唆しており，多様体の分類論における 状況の類似が多様体のモジュライ空間のレベル
で生じることを意味する.この結果は， 位相を入れた微分同相群と，離散位相を入れた微分同
相群の双方に対して成立する．証明は，私が以前構成していた Seiberg-Witten 理論に基づく特
性類の変種を構成・計算することでなされる．この新しい特性類は，従来の特性類とは異なる性
質を多く持つ非安定特性類である．この結果の証明の副産物として，4次元多様体の微分同相群
の分類空間と同相群の分類空間のホモロジーの間の差を，任意のホモロジーの次数で検出する
初めての結果も与えた．さらに，この道具立ての別の応用として，正スカラー曲率計量を付与し
た 4 次元多様体のモジュライ空間と計量を付与した 4 次元多様体のモジュライ空間のホモロジ
ーの差異が，やはり任意のホモロジーの次数で検出できる初めての例を与えた．このように，今
回の特性類の構成によって，ホモロジー非安定性に限らず，4次元多様体のモジュライ空間の（コ）
ホモロジーのゲージ理論的な研究が初めてなされた． 
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