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研究成果の概要（和文）：非線形偏微分方程式に対する解の数値的検証法の開発とその適用を中

心として研究を進め、特に、これまでほとんど研究例を見ない非線形発展方程式に対し、十分

有効な数値的検証原理を見出すことに成功した。また、従来から蓄積してきた楕円型方程式の

解に対する解の検証方式に新たな知見を加え、その拡張・改良を行うとともに、流体方程式を

はじめ理論解析が困難な実際問題に適用して数値的証明を行い、その有効性を実証した。 
 
研究成果の概要（英文）：We were working on the development and applications of the 
numerical verification methods for solutions of nonlinear partial differential equations, in 
particular, we succeeded in finding a new and very efficient verification principle for 
nonlinear evolutional problems.  Also we extended and improved the existing verification 
methods for solutions of elliptic problems as well as we proved the effectiveness of the 
computer assisted proofs by applying our methods to resolve the actual nonlinear problems 
for which any theoretical approaches seem to be not useful to apply.   
 
交付決定額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
２００８年度 19,400,000 5,820,000 25,220,000 

２００９年度 20,100,000 6,030,000 26,130,000 

２０１０年度 12,800,000 3,840,000 16,640,000 

２０１１年度 13,000,000 3,900,000 16,900,000 

総 計 65,300,000 19,590,000 84,890,000 
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１．研究開始当初の背景 

数値的検証法の研究は、偏微分方程式の場
合には、従来から研究代表者(中尾)の研究グ
ループが世界的な先駆的成果を上げてきた。
我が国はこの分野の研究で世界をリードで
きる研究の歴史と陣容とを有しており、また
リードすべき立場にもある。一方、研究組織
を構成する各分担者は、これまでに数値的検
証法とその関連分野において世界的視野に

立つ多くの研究業績を上げている。この様な
内外における世界最高水準の知見を集積し
て研究を行ない、この分野の格段の進展を計
り、計算機援用証明法を２１世紀における解
析学の方法論として確立し、定着させること
が強く求められている。 
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（１）楕円型偏微分方程式に対する解の数値
的検証方式について、拡張改良を図るととも
に、非線形発展方程式の解の検証手法を新た
に開発する。 
（２）実際の非線形現象を扱う他分野の研究
者と広く連携し、重要な非線形問題の解の数
値的検証を実現し、その有効性を実証する。 
（３）各種数値的検証法の原理的、目的別の
分類と適応性の評価を行い、それにもとづく
整理統合を行って解析学の方法論としての
体系化を目ざす。 
（４）数値的検証の汎用性と使い易さを高め
るために、検証プログラムの一部を汎用パッ
ケージ化して提供する。 
（５）数式処理等の記号処理的手法を取り入
れた高効率の検証法を開発する。 
 
３．研究の方法 

研究代表者・分担者ともにそれぞれがこの
分野における多くの優れた研究成果を蓄積
しており、したがって本研究の実施に当たっ
ては、各人の研究経緯を考慮し、それに即し
て実施することとした。即ち、研究代表者、
各研究分担者とも下記に掲げる分担課題を
設定し、それを中心として恒常的に検討を進
めた。また定期的に全研究分担者と、国内の
関連研究者の参加も要請して研究成果発表
会を開催した。その際に研究分担者会議を招
集し重点課題の整理を行うとともに、適宜国
際研究集会も開催して、本研究の進捗状況を
国際的に周知して評価を仰ぎ、以降の研究計
画に反映させた。 
・研究分担課題： 
中尾充宏(研究代表者)：偏微分方程式の解の
数値的検証と研究統括 
栄 伸一郎：パターンダイナミックスの計算
機援用解析 
田端正久：計算機を用いた混相問題の解析 
長藤かおり：非線形現象の安定性に関する計
算機援用解析 
村重 淳：非線形力学系理論の計算機援用証
明 
山本野人：非線形関数方程式の解に対する数
値的検証法 
渡部善隆：熱対流問題における大域的分岐構
造の数値的解明 

 
４．研究成果 
本研究により得られた研究成果としては、大
きく分けて、 
A．個々の問題に依らない共通的な検証技法
とその関連研究 
B．非線形現象を記述する数学モデルに即し
た数値的検証の実現とその関連研究 
の２つに分類される。各々に対する具体的成
果と、その意義は以下のとおりである。 
 

A．共通的な検証技法とその関連研究 
（１）非線形発展方程式の検証定式化とその
効率的実用化(中尾) 
 簡単な線形熱方程式に対する全離散型有
限要素解の構成的誤差評価を導き、その結果
を用いて非線形発展方程式の解に対する
Newton 型数値的検証法の定式化とプロトタ
イプな非線形放物型方程式への適用例を与
えた。特に、半離散化後の線形常微分方程式
系に対して、基本解行列を用いた時間補間に
よって構成的誤差評価を得る方法は、研究進
捗評価時までに検討してきた手法と較べて
も格段に高い効率をもたらす方法であるこ
とを数値実験によって確認した。これらの結
果は国際的に見ても、これまでにない全く独
創的で強力なものであり、そのインパクトは
大きい。今後、実際の非線形発展型問題に対
する実用的で画期的な検証手法となること
が期待できる。 
（２）有限要素法の構成的誤差評価（中尾） 
① 非強圧的問題の構成的誤差評価 
 数値的検証技法を用いて構成的誤差評価
を与えた。従来の有限要素法では方程式を定
義する作用素の強圧性を仮定しなくては意
味を持たなかったが、その仮定を必要としな
いという意味でもインパクトが大きい成果
である。 
② 計算機援用証明による構成的L-2誤差評

価定数の算定 
 Aubin-Nitsche の技法と呼ばれる方法を用
いないで得られる L-2誤差評価手法を提案し、
解の正則生が低い問題の場合にも、鞍点型問
題の解の数値的検証を利用するという着想
でこれを解決した。これまでにない評価を実
証できた学術的価値はきわめて高い。 
③ 常微分方程式の初期値問題に対する近

似スキームの不安定性を立証 
これは、直感と異なる不安定性が生じること
を例証した意外性のある結果である。 
（３）数値的検証法の改良(中尾、渡部) 
非線形問題の解の数値的検証においては、線
形化逆作用素のノルム評価が重要であるが、
本研究では、上記（３）の①を利用すること
で、従来の方法では得られなかった効率よい
手法を見いだすことができた。また、高次多
項式を用いた定式化により非線形楕円型方
程式の解をきわめて高精度で検証すること
に成功した。 
（４）局所一意性を証明する新たな検証法の
開発（山本、渡部、中尾） 
局所一意性を保証する無限次元 Newton 法を
定式化し、4 階楕円型問題の解の検証に適用
しその有効性を立証した。 
（５）遅延微分方程式に対する解の数値的検
証法(中尾)  
レスラー方程式の周期解の精度保証に関し、
解の安定化技法にもとづいて遅延(delay)の



ある方程式に対する未だ世界的にも例のな
い検証法を定式化した。さらに一般的な遅延
微分方程式に対する検証法の原理を与える
ものとして注目されている。 
（６）常微分方程式に対する数値的検証法
(山本,中尾) 
①常微分方程式初期値問題・境界値問題の精
度保証法をベースにして、ポアンカレ写像を
用いた周期解の検証法を開発した。数値実験
により，従来の方法では難しい条件（ホモク
リニック軌道付近の長周期解）に対しても，
提案手法は有効であることを示した． 
②初期値問題に対する Newton 型手法にもと
づく新しい検証法とその実例を与えた。 
（７）反応拡散方程式の解の挙動に関する基
礎理論の構築（栄） 
将来の数値的検証に向けて有力な示唆を与
える、反応拡散方程式の解の挙動に関する理
論的知見を得た。 
（８）数値的検証用ソフトの開発(山本) 
多倍長演算にもとづく精度保証用ライブラ
リを開発するとともに記号処理との併用に
よる検証手順の効率化を図った。 
（９）流れ問題に対する高精度数値解析法の
開発(田端) 
エネルギー安定特性曲線有限要素スキーム
を開発した。これは従来のスキームに比べ，
エネルギー安定性が考慮された数学的に正
当な計算法であるだけでなく，疎な要素分割
でも正確な表面張力効果が計算でき，対称行
列しか現れない効率性の高い実用的なスキ
ームである。本結果は、自由表面を含む流体
問題の解に対する数値的検証を定式化する
上でも大きな進展をもたらすものである。 
 
B．個別の非線形現象の数学モデルに対する
数値的検証とその関連研究 
（１）3 次元熱対流問題の検証(中尾、渡部、
山本) 
3 次元 Rayleigh-Benard 対流に対する計算機
援用証明に取り組み、Benard-cell とよばれ
る蜂の巣状のセルの存在証明を定量的誤差
評価とともに明らかにした。これは、3 次元
の Navier-Stokes方程式支配下の熱対流問題
という、理論的研究がきわめて困難な問題の
数値的証明を実現するものであり、そのイン
パクトはきわめて大きい。 
（２）流れ問題の不安定性に関する数値的検
証(渡部、中尾) 
スリット領域の流れの安定性を記述する
Orr-Sommerfeld 方程式に対する固有対の包
み込みおよび固有値の除外に対する計算機
援用証明アルゴリズムを提案し、丸め誤差を
考慮した数学的に厳密な数値計算により不
安定化を起すパラメータの特定を行なった。
この結果は計算機援用証明として、その意義
は解析学上でも大きいものである。 

（３）非有界領域でのシュレディンガー作用
素の固有値(長藤) 
非有界領域では、対象となる作用素のコンパ
クト性が失われるが、本研究ではそれを克服
する定式化を行い、検証例を与えることに成
功した。これは従来の方法では困難な固有値
除外法の提案とその実例であり、世界的に注
目される成果である。 
（４）非線形水波の数値計算における特異点
の処理（村重） 
等角写像の理論を用いて、非線形水波の数値
計算における，解領域の外側に存在する特異
点の処理方式を開発した。本方式によって従
来の方法では難しい条件（波長が水深に対し
て長い場合）でも，十分な精度の解が得られ
る結果が得られた。 
（５）混相流問題の有限要素解析（田端） 
気液二相流など混相流問題に対して高い適
用性を有する特性曲線有限要素スキームを
開発し、砂時計形状領域等で二流体問題の数
値シミュレーションを行い，境界条件の挙動
への影響，流体の分離・併合現象を捉え，ス
キームの効率性，信頼性を確認した． 
（６）形態形成モデルの解析（栄） 
具体的な反応拡散方程式に現れる進行波解
のダイナミクスを調べるための理論を確立
し, 不均一場を運動するフロント解の運動
の解析を行った。本成果により、不均一の強
さに応じて,境界条件をコントロールするこ
とにより,任意の位置に安定定常パターンを
構成できること, 領域の曲がり方に応じて
進行パルス解の速度が増減することなど、将
来の数値的検証上でも重要な事実を明らか
にすることができた． 
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