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研究成果の概要（和文）：  
研究成果の概要（和文）：ルート系に付随して定義される多重ゼータ関数の解析的な振る舞いや、

Weyl 群の作用と特殊値との関係、関数関係式などのテーマについて研究し、種々の新しい公
式を導いた。特に G型 2次元のルート系の場合のゼータ関数の関数関係式やいわゆる parity 

result, C型ルート系のゼータの視点からの Euler-Zagier 和の関係式、 またより一般に 

Lie 群に付随するゼータ関数の諸性質などが得られた。 

 
 
研究成果の概要（英文）：  
We studied analytic properties, special values and their relations with actions of Weyl 
groups, and functional relations for multiple zeta-functions associated with root systems.   
We proved several new formulas. In particular, we obtained functional relations and 
parity results for the zeta-function of the root system of type G_2, new relations for 
Euler-Zagier sums from the viewpoint of root systems of type C, and various properties of 
more general zeta-functions associated with Lie groups. 
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１． 研究開始当初の背景  

 
研究開始当初の背景 ルート系のゼー
タ関数の概念は、研究代表者らが導入し
たばかりの新しいタイプの多重ゼータ
関数であり、研究開始当初はその基本的
な諸性質の研究もほとんどなされてい
なかった。従ってまずはルート系のゼー
タ関数の理論の基礎工事が喫緊の課題
であった。 
 

 
 
２． 研究の目的  

 
上述の背景からも察せられるように、ル
ート系のゼータ関数の理論の基本的な
部分の整備が目標であった。 

 
３． 研究の方法  

 
本研究には解析的整数論、保型形式論、
表現論、ルート系の理論、あるいは数理
物理学など多方面の専門家がそろって
おり、種々の観点を融合させることで、
ルート系のゼータ関数の理論のさまざ
まな側面の基礎理論を構築することを
目指した。 

 
４． 研究成果  

主 要 な 成 果 と し て は 、 ま ず 
Mellin-Barnes 型積分表示を行ない、そ
れによってルート系のゼータ関数たち
の間の帰納的構造を解明したことであ
る。これによって解析接続などの解析的
な性質を帰納的に証明することが可能
になっただけでなく、その帰納的構造を 
Dynkin 図形などのルート系の言葉で把
握することにより、理論の見通しを明解
なものにできた。 
  またルート系の理論において本質
的に重要な役割を果たすのが Weyl 群
である。ルート系のゼータ関数はもとも
と、Witten のゼータ関数の明示的な多
変数化、として導入されたものだが、
Weyl 群の作用に対する対称性に着目す
ることで、量子ゲージ理論における 
Witten の体積公式の根元的な成立理由
を明らかにすることができた。特に、
Witten の公式の数値係数部分を完全に
決定するアルゴリズムを与えたが、結局
その係数は、ある種の一般化された 

Bernoulli 数によって記述できる。この
ルート系に付随する Bernoulli 数、さら
には Bernoulli 多項式の理論は、それ自
体新しく、今後の発展が期待できる興味
深い対象である。 
  またそのルート系の Bernoulli 数
を指標でひねった意味での一般化も可
能であって、この方向はルート系のゼー
タ関数の分子に指標をのせた、ルート系
のL関数の理論への道を拓くことになる。
乗法的指標をのせれば Dirichlet L関数
のルート系的な一般化となり、また加法
的な指標をのせたものは本質的にポリ
ログと結びつくので、どちらの方向も重
要である。この方向でも我々はすでに一
定の成果を得ている。 
  個々の具体的なルート系を与える
と、それに付随するゼータ関数は具体的
に決まるので、その特殊値や関数関係式
などの個別の理論を展開することがで
きる。実際の計算は階数が小さい場合で
なければなかなか実行は困難であるが、
我々は階数３以下の場合についてはか
なり具体的な計算も実行して多くの特
殊例などを提示した。特に G型２次元の
ケースについては詳細な理論を建設す
ることに成功したが、その特殊値につい
て、（偶数点での値は Weyl 群に関する
対称性から比較的容易に明示的な公式
が出せるが、それのみならず）奇数点で
の値も具体的に完全に決定できる場合
がある。なぜそのようなことが可能にな
るのか、ということもルート系の一般論
の立場から、Weyl 群の特殊な元に着目
することにより、ある程度の理由付けを
与えることができている。 
  さらにルート系のゼータ関数とい
う広い枠組みから、その特殊な場合とし
ての Euler-Zagier 型の多重和を眺める
ことにより、Euler-Zagier 和だけをみて
いたのでは気づき得なかった新しい視
点や結果が次々と得られている。
Euler-Zagier 和の特殊値に関する二重
シャッフル関係式は、Drinfeld 積分によ
って代数的枠組みに問題を言い換え、代
数的な操作によって証明していたもの
だが、Euler-Zagier 和を A 型ルート系
のゼータ関数の特殊な場合と見ると、ル
ート系のゼータ関数の初等的な部分分
数分解による変形だけで二重シャッフ
ル関係式の証明ができてしまう。また、
Euler-Zagier 和は C 型のルート系のゼ



ータ関数の、長さが等しいルートに対応
する変数だけを残した場合、と捉えるこ
ともでき、この視点からも新しい結果を
いくつか見いだしている。 
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