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研究成果の概要（和文）： 

 ３次元端末的代数多様体の端収縮射のうち、点 z の逆像 F が既約曲線となる端収縮射が研

究対象であり、F の近傍の分類をめざしている。フリップ収縮射、因子収縮射、Q コニック束

の３種類あり、フリップ収縮射については解決済みであったが、残り２種についても研究でき

ることを発見した。非 Gorenstein 点は高々２点であり、しかも１点の場合には、１つの場合を

除き分類を完成し、その例外の場合については執筆中である。川北は Fが曲面となる因子収縮

射は重み付き爆発であることを示した。また、川ノ上・松木は３次元非特異多様体内の曲面に

対して、特異点解消を与える爆発列により有効に改善する不変量を導入した。 

 

研究成果の概要（英文）： 

 We study extremal contraction morphisms of terminal threefolds such that the inverse 

image F of a point z is an irreducible curve, and try to classify the neighbourhood of 

F. They consist of 3 kinds, flipping contractions, divisorial contractions, and Q-conic 

bundles. Among them, flipping contractions had been classified, and we have found that 

the rest can be studied. There are at most two non-Gorenstein points, and the one-point 

case has been classified except for one case, and the treatment of the exceptional case 

is being written. Kawakita has proved that a divisorial contraction such that F is a 

surface is a weighted blow up. Kawanoue and Matsuki have introduced an invariant for a 

singular surface embedded in a smooth threefold which effectively improves in a sequence 

of blow ups specified by their algorithm which resolves the singularity of the surface. 
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１． 研究開始当初の背景 

（１） Birkar-Cascini-Hacon-MacKernan に

より、標数 0においては、任意次元の射影多

様体に対して、極小モデル理論が実用的な意

味で機能することが確立した。大まかに言う

と、射影多様体に、双有理的な因子収縮射と

フリップを有限回施すことにより、最終的に

極小モデルか、森ファイバー空間が得られる。 

 しかしその一方で、双有理幾何では多くの

分類問題は依然として未解決であり、３次元

においてさも十分には理解されたとは言え

ない。例えば、３次元の端収縮射の構造は十

分に分類されていない。 

（２） X は高々端末特異点しか持たない３

次元多様体、射 f : X → S は端収縮射、S

は２次元以上とする。s は S の点、F は f に

よる s の逆像とし、f を s の近傍上に制限

して射の芽 f : (X,F) → (S,s) を研究する。 

S の次元 0,1,2 に応じて、f は Q ファノ多様

体、Qデルペゾ束、Qコニック束という。Sが

3 次元の時、f は、因子を潰す時は因子収縮

射、潰さない時はフリップ収縮射という。 

 未解決な問題として、X の反標準線形系の

一般元に関する Reid 一般象予想の解決、芽 

f の分類などがある。 

 以降では F は曲線とする。 

① 一般象予想 

 F が既約曲線で、f がフリップ収縮射か因

子収縮射の場合は Kollar-森(1992)で解決

済み。 

 F が既約曲線で、f が Q コニック束の場合

は論文⑨に部分的な結果がある。 

② 芽 f の分類 

 F が既約曲線で f がフリップ収縮射の場合

は  Kollar- 森 (1992) で殆ど解決され、

Tziolas (2005)の補足で解決済み。 

 F が既約曲線で、f が因子収縮射の場合は 

Kollar-森(1992)に部分的な結果がある。ｆ

が Qコニック束の場合は論文⑨にも部分的な

結果がある。 

（３） 特異点解消は約半世紀前の廣中によ

る標数 0の特異点解消後、正標数については

未だに一般次元では未解決である。 

 

２．研究の目的 

 主に２次元以上の芽 (S,s) への３次元端

収縮射の芽 f : (X,F) → (S,s) に対して、 

一般象予想、さらには、芽 f の分類を目指

す。 

（１） 一般象予想 

 F が既約曲線で、芽 f が Q コニック束の場

合の解決。 

 F が可約曲線の場合にも、一般象予想の解

決を目指す。経験上、(1)は次の(2)を研究す

る重要なステップとなることが予想される。 

（２） 芽 f の分類 

 F が既約曲線で、芽 f が Q コニック束の場

合の分類を目指す。 

 F が可約曲線の場合にも、分類も目指す。 

（３）以上ではマイルドな特異点ばかりにつ

いて述べたが、川ノ上と松木は、一般の特異

点に新しい不変量を導入して分類すること

により、正標数の特異点解消に寄与すること

も目指す。 

 

３．研究の方法 

（１） 双有理的な端収縮射については

H1(OX)=0 や H1(KX)=0 を解析することにより組

合せ論的な条件を導き出し、Fの近傍を座標

の貼り合わせにより記述するという、森

(1988)の手法を出発点とする。 

（２） 点 sを含む、Sの超曲面切断の fに

よる引き戻し Hを記述し、Xを Hの 1変数変

形の全空間として記述するという Kollar-森

(1992)の手法を改良する。 

（３）Hが正規でない場合でも、Tziolas 

(2005)による H の変形手法を改良・適用し、

Hの１変数変形の全空間として Xを再構成す

る。 

（４）森-Prokhorov(2007)では、Qコニック

束の場合には H1(OX)=0 だが H1(KX)≠0 となる

ことの利用法を発見し、（１）や（２）と組

み合わせて、組合せ的な条件を導き出したが、

その手法を発展させる。 

 

４．研究成果 



  本来の目的とは少し異なるが、S が曲線の

場合に、F の重複度についての考察が得られ

た（論文⑥）。 

（１） 一般象予想 

  F が既約曲線の場合に、芽 f が Q コニック

束の場合の解決（論文⑦）。 

（２）芽 f の分類 

 f が Q コニック束で、s が S の特異点の場

合には、F が可約の場合も含めて分類に成功

した（論文⑧）。 

 以下では、f は Q コニック束、因子収縮射

とする。 

 F が既約曲線の時、 X の非 Gorenstein 点

は高々２点だが、１点の場合で未解決なのは、

(IA), (IC), (IIA), (IIB), (IAv)であった。

そのうち、(IA)と(IAv)については論文④で、

(IC)と(IIB)については論文①で解決した。

残る(IIA)型については、現在執筆中である。 

 ２点の場合および Fが可約な場合は次期の

研究計画の対象である。 

（３） 川北は、曲面を１点に潰す３次元の

因子収縮射は重み付き爆発として表示でき

ることを、それまで未解決であった cD/2 の

場合を解決することによって、確立した（論

文③）。 

（４） 川ノ上と松木は、川ノ上が正標数で

の特異点解消を目指して以前導入した不変

量の上半連続性を示した（論文⑤）。さらに、

３次元非特異空間内の曲面の特異点解消に

おいて、新アルゴリズムの指定する爆発列に

より有効に改善する不変量を導入すること

に成功した（論文②）。曲面の埋め込み特異

点解消は既知とはいえ、良い挙動を示す不変

量の発見は重要である。 
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