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研究成果の概要（和文）： 
この研究期間中 次のことを調べた。 
(１) 共形ローレンツ パラボリック多様体に関する幾何構造とトポロジーからのアプローチ 
① ローレンツ多様体への小畠-Ferrand型の剛性定理の構築 
② コンパクト共形平坦ローレンツ多様体の展開写像が Sn-1,1の普遍被覆空間の上に全射でなけ
れば、その像への被覆写像という Kuiperの問題を因果的共形ベクトル場の存在のもとに肯定的
に解いた。 
(２) ミックス型非球形空間に対する可解ファイバー空間構造とその可微分剛性について調べ
た。その応用として コンパクト非球形等質多様体の剛性を証明した。 
 
 
研究成果の概要（英文）： 
We have examined the following projects.  
(1) Approach from geometry and topology concerning conformally Fefferman-Lorentz 

manifolds.   
① We proved the analogue of the Obata-Ferrand theorem to Lorentz manifolds.   
② We proved the Kuiper’s problem that if the developing map is not surjective on  
the universal cover of Sn-1,1, then it is a covering map onto its image under the existence of 
causal vector fields. 
(2) We studied the infrasolv-fiber space structure and the smooth rigidity on the closed 
aspherical manifolds of the mixed type. As an application, we proved the smooth rigidity of 
compact aspherical homogeneous manifolds.  
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１．研究開始当初の背景 
具体的に共形構造、 コーシイ・リーマン構
造、 四元数 CR 構造など幾何構造を持つ多様
体を眺めるとき、 その幾何不変量(曲率)が消
滅するならば幾何構造の変形空間(Moduli)の
中でその多様体はクリティカルになること
を意味し、その幾何構造に関して標準平坦多
様体が現れる。このように幾何構造の不変量
が多様体の位相構造を特徴付けるような結
果は微分幾何学・幾何的トポロジーの境界に
属する分野の問題として興味深い。 一方 近
年多様体の幾何構造は様々な進展を見せて
いるが一般に幾何構造をもつ多様体の位相
構造はまだ統一された結果は確立されてい
ない。上の共形幾何、CR 幾何、四元数 CR
幾何は双曲空間の境界とその上に作用する
実解析的変換群の幾何学と見なされ、これら
の幾何的多様体に関する諸結果は２０年間
のトポロジーにおける双曲幾何学の目覚し
い発展とその手法に負うところが大きい。 
しかし、不定計量をもつ多様体(擬リーマン多
様体、例えばローレンツ多様体)に対しては幾
何構造の一意化と多様体の位相構造の問題
には統一的に研究されていない状況にあっ
た。 
 
２．研究の目的 
今回の申請における目的は擬計量(不定計量)
をもつ多様体に対する幾何的不変量が消滅
する際の幾何的多様体の一意化、位相構造の
不変性、可微分剛性を調べることにあった。 
実際、 次のことに取り組んだ。 
(1) 擬リーマン多様体の共形平坦性と一意化 
具体的に擬リーマン多様体としてn次元ロー
レンツ多様体 M を取り上げた。M は共形不
変量としてのワイル共形曲率形式が消える
とき、共形平坦ローレンツ多様体と呼ばれる。
共形平坦ローレンツモデル Sn-1,1は球面 Snと
は異なり、直積 Sn×R を普遍被覆にもち、共
形ローレンツ群 PO(n+1,2) がその推移的変
換群である。M が共形平坦であるとき、幾何
不変量としてローレンツモデルへの展開写
像と基本群π１(M)から PO(n+1,2) へのホロ
ノミー準同型が存在する。 
① コンパクト共形平坦ローレンツ多様体 M
の『展開写像が Sn×R の上に全射でなければ
その像への被覆写像』となっているかという
問題を（20 年前に得られた共形平坦多様体の
Kuiper の問題）を再訪して、その擬共形版
としてのアプローチを試みる。もっとも困難
な箇所は不連続領域を与えるホロノミー群
の極限集合を因果的測地線を用いて幾何学
的に定義できるかどうかにある。 
この研究を継続することにより共形変換群 
PO(n+1,1)の高次元クライン群とはまったく
異質の共形ローレンツ変換群 PO(n+1,2)の離

散群の変形空間の構造に初めて系統的に 
取り組む可能性を将来的に秘めている。 
 ② 同時に幾何構造の立場から次の問題を
考える。ローレンツ多様体の Fefferman 計量
と幾何構造。擬凸 CR 多様体 X とその直積 
X×S1 上に S1 が 光的 (lightlike)に作用する
ローレンツ計量を Fefferman は構成した。こ
のローレンツ多様体の(計量の)解析的特徴づ
けは多変数解析の研究者により古くから行
われているが幾何学的な関係－CR 多様体 X
の Chern-Moser 曲率形式 S とローレンツ多
様体X×S1のWeyl共形曲率形式Wの関係に
ついてはこれまで幾何学的には調べられて
いなかった。我々はこの Fefferman 型のロー
レンツ多様体をパラボリック構造の枠組み
でとらえることにより平坦性の一意化と位
相構造を駆使して『X×S1 が共形平坦である
ことと X が CR-平坦であることが同値であ
る』ことを証明する。  
③ 継続的に研究している分野として次のこ
とに取り組くんだ。コンパクトローレンツ多
様体に対する小畠-Ferrand の定理のアナロ
ジー。  
幾何構造を保つようなフロウをもつコンパ
クト擬リーマン多様体の剛体性を調べる。90
年代に Gromov 剛体性予想－非コンパクト
な幾何的フロウ (幾何構造を保つ 1-径数群)
が存在するとき、その幾何的多様体は標準的
(平坦)モデル空間に実解析的幾何同型か－ 
が提起された。これをサポートするものとし
ては共形多様体に対する共形フロウの 
小畠-Ferrand の剛体性定理 (標準球面に同
型)、また CR 多様体に対する CR-フロウの剛
体性定理 (奇数次元標準球面に同型)、 四元
数フロウが存在する四元数ケーラー多様体
の剛体性 (標準四元数射影空間に同型) がそ
の典型例である。我々は Gromov 剛体性予想
が共形フロウをもつ閉ローレンツ多様体に
対して、どのような時に成り立つかを調べた。 
（２）ミックス型非球形空間の可微分剛性 
(Smooth Rigidity of closed Aspherical 
manifolds.) この問題は別のタイプの剛性に
関するものである。標準７次元トーラス T7

とエキゾティック球面との連結和が T7 に微
分同相でない事実 (Browder) があったため、
1960 年の Borel 予想『基本群が同型である
ようなコンパクト非球形空間はすべて同相
か』は 同相の場合に限られていた。にもか
かわらず、「微分同相」に関する Borel 予想
はそれ自身幾何構造の立場から興味深い歴
史がある。  
幾何的剛性とは「二つのコンパクトな非球形
幾何的多様体の基本群が同型ならば多様体
として微分同相であるか」というものである 
。この問題は１９１１年の Bieberbach のコ
ンパクトユークリッド空間形のアファイン



剛性、Malcev の冪零多様体の幾何的剛性、 
Mostow の可解多様体の幾何的剛性と続き、 
この方向では１９８０年代 Kamishima・
Lee・Raymond による infra-冪零多様体の幾
何的剛性、 Baues による infra-可解多様体の
幾何的剛性まで証明されている。もう一つの
クラスは Mostow による有名な双曲多様体の
等長剛性、Gromov-Margulis に象徴される実
階数 2 以上の非正断面曲率をもつコンパクト
リーマン局所対称空間の等長剛性である。 
これらは一方が可解リー群をモデル、他方は
半単純リー群をモデルにもつ非球形幾何的
多様体である。  
 我々の目的はミックス型非球形多様体の幾
何的可微分剛性－可微分ボレル予想－に取
り組むことである。ミックス型を混在してい
る状態と解釈するとき、群の言葉で言うなら
ば非球形多様体の基本群は可解群の双曲群
による群拡大であり、ホモトピー空間的には
ファイバーが可解多様体、底空間が非正曲率
リーマン軌道体であるような特異ファイバ
ー構造をもつ可微分多様体のことを意味す
る。 
 
３．研究の方法 
① n+1次元ローレンツ多様体 Mの共形平坦性
と一意化に関して、展開写像が Sn×R の中
の像への被覆写像となっていることがいえ
るならば、単連結な Mは不連続領域Ωを被覆
し、またホロノミー群Γが離散のとき Mは共
形平坦ローレンツ多様体Ω/Γを有限に被覆
する。まずΛを離散群Γ<PO(n+1,2)の極限集
合とするとき、Ω= Sn×R－Λである。 
モデル空間 Sn+1,1は擬双曲空間の境界として
実現されている。双曲空間とは異なり測地線
はユニークでない。このためΓ-軌道の境界
点集合としては定義できない、しかし 因果
的(Causal)測地線が代わりに出てくる。 こ
れを使って極限集合Λが定義できないかど
うか分担者たちと調べた。 
② 我々は Fefferman計量は局所的には問題
ないが大域的には共形類の中で一意的に決
まるものと最近確認できた。したがって山辺
タイプのローレンツ版は意味を持つことに
なる。共形平坦ローレンツ構造に戻って、 
幾何学的に変換群を捉える際、共形ローレン
ツ群 PO(2n+2,2)の中に複素双曲群
G=U(n+1,1)/Z2が部分群として入っているこ
とに注目し、Fefferman-ローレンツ パラボ
リック多様体が共形平坦ならば、(G, S2n+1,1) 
に一意化されることを半単純リー群を使っ
て考える。さらにこの Fefferman-ローレンツ 
パラボリック構造は Fefferman多様体の一般
化になっていることを示したい。 
そうするとローレンツ多様体X×S1の共形不
変性は基礎となる CR多様体 Xの CR-不変性と
同値であることが証明できる。 

③ Gromovには数多くの予想があるが、 この
剛体性予想は Vague conjectureと呼ばれて
いて、非常に取り扱いが難しいものである。 
コンパクトコンタクト多様体、あるいはまた
シンプレクティック多様体上の構造を保つ
フロウ(geometric flow)が閉軌道をもつかど
うかという問題の時期に提起されたもので
ある。我々のように G-構造の立場から剛体性
に取り組むのは一つの方法と思っている。 
その方法はまず非コンパクト因果的共形フ
ロウがあるとき、そのローレンツ多様体は共
形平坦であることを示す。 第二段階はその
非コンパクトフロウと可換な基本群を
PO(n,2)の中でコントロールできるかどうか
ということに帰着する。 
コンパクトリーマン多様体に対する小畠－
Ferrandの定理とは異なり、閉 R-共形作用を
持つだけでは標準共形平坦ローレンツ多様
体 Sn-1,1に共形でないものがあり、一般に成り
立たないことはすでに知っている。 
しかしコンパクト(2n+2)次元 Fefferman-ロ
ーレンツ多様体 M=S1×Nに対してはそのパラ
ボリック群を非コンパクト因果的フロウが
コントロールできることに注目し、『光的 
(lightlike)な変換 S1を含む非コンパクト
閉 S1×R -群が M に共形的に作用しているな
らば、標準モデル S2n+1,1に共形微分同相であ
る』ことを予想している。より一般に非コン
パクト群作用と曲率の関係を調べて、コンパ
クト Fefferman-ローレンツ パラボリック多
様体について非コンパクト光的フロウ S1×R
の存在の元で成り立つかどうか考える。 
（2）ミックス型非球形多様体の空間構造を
調べる方法として 標準可解幾何型ファイバ
ー空間を導入する。どのような多様体がその
ミックス型非球形多様体(の例)になるのか、  
最初の試みとして 一般リー群 G とその閉部
分群 H による非球形等質空間 G/Hを取り上げ、
それがミックス型の例になることを示す。こ
のことから G/Hの幾何的剛性を導くための必
要十分条件を探し出す。 
 標準可解幾何型ファイバー空間の底空間と 
ファイバーをいろいろ取りかえることによ
り、Injective Seifert ファイバー空間の従
来の結果を導くとともに拡張していること
を検証し、結果として我々が提唱する『ミッ
クス型非球形多様体』は古典的 Seifertファ
イバー構造を一般化していることを主張す
る。実際ファイバーが infra-冪零多様体から 
infra-可解多様体に拡張されることを示す
ことにより本質的にこれまでのファイバー
束構造とは異なるファイバー空間構造を構
築している。定空間における固有作用(W,Q)
が幾何的剛性を持つならば 固有作用(X,H)
も従う。離散群πと連結リー群 Gに対し、等
質空間 G/πがコンパクト非球形多様体とす
る。Diff(G)を G の微分同相写像がつくる無



限次元位相群とするとき、離散忠実表現の変
形空間 R(π,G)は R(π,Diff(G))の中で 1 点
である。 (つまり、任意の離散・剰余コンパ
クト表現は Diff(G)の元を選んでひとつの
標準表現に共役である。) われわれの要請に
より、群 H のラディカルはアファイン群
Aff(R)に含まれていることから、ラディカル
の実代数的閉包 Hull(rad H)を考えることが
できる。 実際、群作用の無限性に対して写
像空間がつくる加群を係数とするような群
のコホモロジー代数の消滅性を示すことに
より群作用の同型類の有限性を得るという
無限次元空間のコントロールに対する新た
な着眼点を見出す可能性に期待している。 
 
４．研究成果 
(1) Fefferman 計量をもつローレンツ多様体
を一般化してパラボリック構造を持つロー
レンツ多様体を考えた。そのとき、そのロー
レンツ多様体が共形平坦のとき、CR基礎多様
体が平坦であるときまたそのときに限るこ
とを示した。またコンパクト共形平坦
Fefferman-ローレンツ パラボリック多様体
の展開写像を調べ、lightlike 等長変換群の
存在のもとに展開写像が Sn×R の中の像へ
の被覆写像となっていることを示した。 
(2) 小畠-Ferrand の定理をローレンツ多様
体の場合に考え、Fefferman-ローレンツ多様
体の場合に肯定的に解いた。コンパクト
(2n+2)次元 Fefferman-ローレンツ多様体 S1

×Nが閉 非コンパクト lightlike共形フロウ
S1×R を持つならば標準モデル S2n+1,1 に共形
微分同相であることを示した。 

(3)ミックス型非球形多様体の微分剛性につ

いて研究した。ミックス型非球形多様体とは

ファイバーが可解多様体、底空間が可微分剛

性を有する軌道体であるような特異ファイバ

ー構造をもつ可微分多様体である。我々はフ

ァイバー空間構造を代数群の観点から調べ、 

結果として幾何的剛性を導くための必要十分

条件を求めた。実際、群拡大を導く群同型写

像が与えられたとき、その同型写像を誘導す

る底空間の同変微分同相写像が存在するなら

ば、全空間の同変微分同相写像が存在するこ

とを示した。この応用として非球形等質空間

G/HとG'/H'の基本群が同型ならば微分同相で

あることを証明した。  
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