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研究成果の概要（和文）：主として集合論の公理系を証明論的に研究した。集合論は数学がよっ

て立つ基盤であり、そこでの証明を何回、どのような操作を繰り返して分析できるのかを考察

した。集合の公理とは集合に関して正しいと現在考えられている命題の集まりを指す。証明は

集合論に限らず、数学では欠くことのできない行為である。そのような数学での基礎的な対象

について知見を深めた。 
 
研究成果の概要（英文）：I have primarily concerned with proof-theoretic investigations of 
axioms in set theories. Set theory is the basis of mathematics, and I have investigated 
proofs in set theory in terms of iterations: the number of iterations and operations. The 
axiom in set theory is a collection of propositions which are supposed to hold on sets. On the 
other side proving propositions is an indispensable action in mathematics including set 
theory. I have acquired knowledge of such foundational objects. 
 
交付決定額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2008 年度 2,600,000 780,000 3,380,000 

2009 年度 900,000 270,000 1,170,000 

2010 年度 1,200,000 360,000 1,560,000 

2011 年度 1,100,000 330,000 1,430,000 

  

2012 年度 
1,200,000 360,000 1,560,000 

総 計 7,000,000 2,100,000 9,100,000 

 
 
研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・数学一般（含確率論・統計数学） 
キーワード：数学基礎論・証明の長さ・集合論の証明論 
 
１． 研究開始当初の背景 
D. Hilbert によって無矛盾性証明の手法と
して創始された証明論の成果は、順序数解析
(ordinal analysis)と呼ばれる一群の結果と
して定式化されている。 
近年、その順序数解析はその対象を、二階算
術から集合論の弱い公理系へと転換した。す
なわち、巨大基数の帰納的類似物たる帰納的
巨大順序数の公理系の証明論的解析である。 

そこで得られた技法や構成は、帰納的類似物
に留まらず、元々の巨大基数の解析に、必要
な変更を加えれば、転用できるはずである。 
こうして数学基礎論の創まりからその主要
な目的であった二分野、すなわち証明の分析
による無矛盾性証明を目指した証明論と、集
合概念の公理による明確化とそれに続く理
論としての集合論、これらの近年の成果と理
論的集積を統合する新しい研究構想を得た。 
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２．研究の目的 
弱 コ ン パ ク ト 基 数 (weakly compact 
cardinal)、そして弱コンパクト基数がその一
種 で あ る 記 述 不 能 基 数 (indescribable 
cardinal)の公理系を証明論的に解析して、例
えば、これらの公理系がマーロ作用素(Mahlo 
operation)を如何様に繰り返せば、記述不能
基数の公理系の証明論的な強さをとらえる
ことができるか示す。 
このような結果は集合論では考えられてこ
なかった。弱コンパクト基数が弱マーロ基数
より遥かに大きいこと、それを例えば弱コン
パクト基数の下に弱マーロ基数が定常
(stationary)にある、と表現されてきたが、 
集合論ではそれ以上踏み込んでこなかった。 
マーロ作用素は関数の不動点を取るものな
ので直観的に理解しやすい。 
それの繰り返しで巨大基数が捉えられれば、
当該の巨大基数の理解に資すると考えられ
る。 
証明論と集合論は数学基礎論での独立した
分野であり、現在まで交流が殆どなかった。 
これらの研究を通して集合論と証明論の接
点を探る。 
 
３．研究の方法 
帰納的巨大順序数の公理系の帰納的順序数
による証明論的研究に含まれる技法と構成
方法にスコーレム関数を証明図の解析と順
序数の表示の双方に導入する。 
可算順序数、あるいは可算集合に関する公理
系である ZF の証明論的解析を、その帰納的
類 似 物 で あ る 無 限 公 理 付 き の 
Kripke-Platek 集合論 KPl の証明論を手本
として、得る。このためには W. Buchholz に
よる順序数の集合に集合論でのスコーレム
関数を導入する。言い換えると その集合を
スコーレム関数によって閉じさせないとい
けない。 
他方で集合論 ZF をスコーレム化して、カッ
ト消去によって、ある可算順序数 まで用い
て、それを証明論的に解析する。 
このような研究においては既に、用いられる
順序数は帰納的ではなく単なる可算である
に過ぎない。また例えばカット消去において
も、その証明図の書換えも帰納的でない。 
但し ZF について考えるということは弱到
達不能基数(weakly inaccessible cardinal)
を考えることになる。つまり、その内部に正
則基数を生成する公理が入っており、従って
正則基数の範囲を予め限定できず、対応する
可算順序数の記述でもそれに応じた正則基
数の生成とそれらのつぶしが入れ子になっ
て出現するということである。 
 
４．研究成果 

(1) 以下の雑誌論文 ○1 において弱コンパク
ト基数の公理系を証明論的に解析して、この
公理系がマーロ作用素を如何様に繰り返せ
ば、その証明論的な強さをとらえることがで
きるか示した。 
 
(2) 雑誌論文 ○2 ,○7 ,○9 において「順序数の証
明論」の構想と主な結果の概要、帰納的定義
による反映的順序数の証明論に必要な順序
数体系の整礎性証明、帰納的マーロ作用素の
繰返しによる反映的順序数の証明論的近似
について述べた。 
 
(3) 雑誌論文 ○3 では$\Delta^{0}_{2}$ であ
ることが公理系で証明できることとその公
理系の証明論的順序数からの弱下降列との
関係について論じた。 
 
(4) 雑誌論文 ○4 ,○8 において直観主義自然数
論上での不動点の存在の証明論的強さにつ
いて論じた。 
 
(5)雑誌論文 ○5 において、epsilon 代入列の
長さについて論じた。 
 
(6)雑誌論文 ○6 において Polynomial Local 
Search を入れ子にすることで一般化して有
界 算 術  $T^{2}_{2}$ で の 証 明 で き る
$\Pi^{b}_{2}$ sentences の特徴付けをした。 
 
(7)雑誌論文 ○10において江口直日と共に、指
数時間計算可能関数のクラスを生成する関
数の規則を与えた。 
 
(8)雑誌論文 ○11においていくつかの論理計算
の 1階論理計算上での初等的ではない加速定
理を証明した。 
 
(9)雑誌論文 ○12において野崎昭弘、新井紀子
と共に、集合の trace に関する Bollob¥'as
の定理の Frege system での多項式の長さの
証明を与えた。 
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