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研究成果の概要（和文）： 

ランダム現象の背後に隠された非可換性に着目した数理モデルの基礎研究において成果をあげ
た。量子ホワイトノイズ微分という新しい概念を導入し、量子確率積分の拡張、フォック空間
上の作用素の積分表示、量子マルチンゲールの表現、ボゴリューボフ変換の特徴づけに応用し
た。複雑ネットワークの構造解析に向けて、量子確率論的手法によるスペクトル解析やランダ
ム・ウォークの推移確率計算、自由確率論と自由エントロピー、行列不等式などを研究した。 
 
研究成果の概要（英文）： 
We investigated mathematical models of random phenomena by revealing and 
utilizing non-commutative structures hidden behind. We introduced the new concept of 
quantum white noise derivative and applied to generalization of quantum stochastic 
integrals, integral representation of Fock space operators, representation of quantum 
martingales, and characterization of Bogoliubov transformation. For the structural 
analysis of complex networks, we developed the quantum probabilistic approach to 
spectral analysis and transition probability of random walks, and studied free 
probability, free entropy, and matrix inequalities. 
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１．研究開始当初の背景 
 
量子確率論のルーツはフォンノイマンの有
名な著書「量子力学の数学的基礎」に遡るが、
1980 年代以降、量子伊藤解析の流れと自由確
率論の流れに沿って大きく発展している比
較的新しい研究分野である。本研究は、次に

述べる２つの側面をさらに発展させ、より高
い立場で融合することをめざした。 
（１）解析的側面 Hudson-Parthasarathy 
(1984) は量子伊藤解析の名の下に、伊藤解
析の量子的拡張を展開し、ダイレーション問
題（与えられた半群を、空間を拡張して 1 径
数ユニタリ群の射影としてとらえる）を量子
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確率微分方程式によって解く新しい方法論
を確立した。伊藤解析が無限次元空間上の超
関数論を基礎とする確率解析（マリアバン解
析やホワイトノイズ解析など）に発展してい
るように、量子伊藤解析を非可換無限次元解
析としてとらえるのが自然である。この方向
で、Attal や Belavkin は量子確率微分方程式
を扱い、研究代表者らは「量子ホワイトノイ
ズ解析」の名の下に、超関数論の枠組みを導
入して理論体系を拡張し、高次ホワイトノイ
ズなど特異なノイズを含むホワイトノイズ
方程式の一般論を構築してきた。 
（２）代数的側面 Voiculescu (1986) は古
典確率論の独立性の概念を「自由独立」で置
き換えた自由確率論を提唱し、作用素環論に
おける難問の解決のための枠組みを構築し
た。以来、自由確率論は作用素環の一分野と
して発展しているだけではなく、日合や Petz
によるランダム行列やエントロピーの研究、
Biane や洞による無限対称群の表現論への応
用など境界領域において幅広く展開してい
る。量子確率論は自由確率論を含むより広い
理論体系であり、通常の独立性（古典独立あ
るいは可換独立）や自由独立にとどまらず、
多様な独立性が定式化され、付随する量子中
心極限定理が導出されている。新しい展開と
して、研究代表者や洞は、グラフの漸近的ス
ペクトル解析への応用を拓いてきた。 
 
 
２．研究の目的 
 
研究開始当時、解析的側面から代数的側を見
ると、確率過程や確率微分方程式になど時間
発展を伴う解析的な研究にあまり注意が払
われておらず、逆の立場では、伊藤解析の代
数的枠組みとしてのボゾン解析（あるいはガ
ウス解析）を超えて、量子確率論の提供する
多様な独立性を念頭に置いた研究は端緒に
ついたばかりである。本研究では、これまで
の研究成果を融合的に発展させるとともに、
グラフのスペクトル解析における量子確率
論的手法を発展させて、古典的な問題（可換
な世界）を量子確率論（非可換な世界）を経
由して研究するという新しいパラダイムを
提示することを目的とした。量子確率論の立
場から確率過程論をはじめ、調和解析・グラ
フ理論・数理物理の諸問題に潜む非可換構造
に光を当て、新しい解析法を開拓し、「非可
換＋無限次元」解析学に貢献するという方向
性が本研究の特色である。 
 
具体的な研究項目は次の通りである。 
（１） 量子ホワイトノイズ方程式：量子確
率微分方程式（Hudson-Parthasarathy 方程
式）は、ホワイトノイズ超関数空間において
定式化することでホワイトノイズ作用素に

対する線形微分方程式となり、量子ホワイト
ノイズの 1次式をノイズ項として含む。量子
ホワイトノイズはヒルベルト空間では扱い
が困難である（非有界作用素値超関数とな
る）が、ゲルファントの三つ組を基礎とする
ホワイトノイズ理論では連続線形作用素と
なる。したがって、量子ホワイトノイズの高
次冪や非線形関数が定義され、これを「ノイ
ズ」として含む量子ホワイトノイズ微分方程
式が自然な研究対象となる。これに関連して、
① 解の存在と正則性、特に、解の作用する
ヒルベルト空間を構成する一般原理を追究
する。② 量子ホワイトノイズの非線形関数
において、量子ホワイトノイズを座標として
扱う微分法を確立する。③ これを用いて、
量子確率過程（特に、量子マルチンゲール）
への応用を探る。 ④ 量子ホワイトノイズの
高次冪とレヴィラプラシアンとの関連を調
べ、付随する熱方程式を考察する。レヴィラ
プラシアンの量子的拡張および高次量子ホ
ワイトノイズを含む熱方程式の解を構成す
る。 
 
（２）非ガウス型量子確率過程：ブラウン運
動やその時間微分であるホワイトノイズに
対しては、無限自由度という困難さを除けば、
よく知られたボゾンフォック構造が利いて
量子分解が適用され、量子ブラウン運動や量
子ホワイトノイズが得られる。研究代表者と
洞は、1 モード相互作用フォック空間（１変
数直交多項式とほぼ等価な理論）を用いて、
ガウス型とは限らない一般の確率変数の量
子分解を確立した。この量子分解を多モード
相互作用フォック空間に拡張することを大
きな目標として、次の諸課題の解決を図る。
① 多変数直交多項式に付随する多モード相
互作用フォック空間において、漸化式に現れ
る係数行列（ヤコビ係数）、モーメント列、
分布密度の関係式を調べる。② 自由確率論
とのボゾン解析を補間する q-類似を精査し
て、量子ホワイトノイズ解析の q-類似をめざ
す。q-交換関係や q-独立性を視野に入れ、一
般の古典確率過程の q-拡張の研究を端緒に
つけたい。 
  
（３）成長グラフの漸近的スペクトル解析：
グラフのスペクトル解析における量子確率
論的手法は、グラフ構造と多様な独立性との
対応、隣接行列の量子分解、分割の統計とモ
ーメント‐キュミュラント公式、に基づき、
極限において 1モード相互作用フォック空間
の構造に帰着するところが鍵であった。この
手法をより広いクラスに適用できるように
一般化し、複雑ネットワークモデルの解析へ
の応用を拓くことが目的である。次の諸課題
の解決を目指した。① 多モード相互作用フ
ォック空間の理論を発展させる（上記（２）



 

 

にも関連する）。② グラフ構造と独立性の諸
概念の対応を確立し、漸近的スペクトル分布
を量子中心極限定理として導出する。③ グ
ラフ上のランダム・ウォークや量子ウォーク
のスペクトル解析に応用する。④ 複雑ネッ
トワークへの応用を視野に入れて、（広い意
味で）ランダムグラフの漸近スペクトルの具
体形を量子確率的手法によって導出する。⑤ 
ランダムグラフの隣接行列などを直接ラン
ダム行列として扱うことで、自由確率論の諸
手法を検討する。 
 
３．研究の方法 
 
（１）研究分担：研究分担者と連携研究者は
それぞれの専門を背景として、無限次元・非
可換・量子をキーワードに互いの連携を強化
するとともに、課題探索を行うものとした。
日合・鈴木・齊藤は主に解析学の立場から、
洞・吉田は表現論や組合せ論から、浦川はス
ペクトル幾何学的諸相から、そして梁・廣島
は数理物理学から様々な問題を提起し、議論
を深めた。 
 
（２）セミナー：本学情報科学研究科におい
て、論文紹介・研究動向の調査・研究経過報
告・研究成果の紹介などを目的としたセミナ
ーを開催した。また、連携研究者はじめ内外
研究者を招聘して、集中講義形式の勉強会を
開催した。海外からの招聘としては、2008 年
度は Habib Ouerdiane （チュニス大学）Wided 
Ayed（ナブール大学）2009 年度は Tomasz 
Luczak（ポズナニ大学）Adam Skalski（ラン
カスター大学）、2010 年度は Claus Koestler
（アベリストウィス大学）が講師を務めた。 
 
（３）国際ワークショップの開催：本研究に
並行して 2008～2009 年度は二国間交流事業
共同研究（日本－ポーランド）、2008～2010
年度は二国間交流事業共同研究（日本－韓
国）を実施したため、本研究において国際共
同が格段に発展した。特に、第 8 回
（2008.11.10-12）、第 9回（2009.9.11-12）、
第 10 回（2010.12.16-17）仙台ワークショッ
プ「無限次元解析と量子確率論」（於：本学
情報科学研究科）を主催し、内外の関連研究
者による議論を深めた。第 8 回仙台ワークシ
ョップのプロシーディングスを本研究科の
ジャーナル（Interdisciplinary Information 
Sciences）の特集号として 2009年に発刊し、
成果の公表と新しい共同研究課題探索に役
立てた。 
 
（４）成果の公表：ポーランド・バナッハセ
ンターでは、2004 年来毎年、「非可換調和解
析とその確率論への応用」と題する国際会議
が開催され、量子確率論周辺の多くの有力な

研究者が参集する。研究代表者は当初より学
術委員として参画しており、日合・洞・吉田
らは招待講演者として参加してきた。研究代
表者・分担者・連携研究者は、論文発表に加
えて、このような国際協同に積極的に参画し
ながら、国内外の関連研究会の機会をとらえ
て成果の公表に務めた。これによって、研究
者ネットワークを定着させ、新たな共同研究
の提案につなげることができた。 
 
４．研究成果 
 
量子ホワイトノイズ理論の発展、無限次元解
析の深化、グラフのスペクトル解析への量子
確率論的アプローチ、複雑ネットワークや生
物モデルに現れる確率モデル、に関して成果
が得られた（項目ごとには下に詳述）。未解
決問題の整理と広く周辺関連領域の探索を
行い、継続研究を発展させることとした。 
 
（１）量子ホワイトノイズ方程式：ホワイト
ノイズの高次ベキや非線形関数を含む「量子
ホワイトノイズ方程式」は従来の伊藤解析を
大きく超えるもので、量子確率解析の新展開
にふさわしい課題である。研究代表者は Ji
（海外共同研究者）とともに、量子ホワイト
ノイズ微分という新しい概念を導入し[19]、
量子確率積分の拡張[13]、フォック空間上の
作用素の積分表示[12]、量子マルチンゲール
の表現[11]などに応用した。さらに、正準交
換関係の変換問題を量子ホワイトノイズ微
分方程式に帰着することで、ボゴリューボフ
変換の新しい特徴づけを与えた[1]。これに
よって、正準交換関係のユニタリ同型問題に
別証明を与えただけでなく、非ユニタリ変換
への道筋をつけることができた。この方向で、
ボゴリューボフ変換やギルサノフ変換をフ
ーリエ・ガウス変換の枠組みで統一的に扱う
ことが可能となり、ユニタリ化問題について
継続研究中である。 
 
(2) 非ガウス型量子確率過程：相互作用フォ
ック空間の多モード化の観点から具体例の
蓄積を続けた。星形グラフ上のランダムウォ
ークに対して、グラフの頂点を添字とする直
交多項式系を構成して、ランダム・ウォーク
の推移確率の積分表示を与えた[4]。ランダ
ム行列と自由エントロピーを基礎として、自
由確率論と関連する行列解析を総合的に研
究した[7]。自由エントロピーの手法を応用
して、相互圧力関数の新しい概念を導入し、
通常の圧力関数と相互情報量との関係を示
した[5][17]。行列解析を量子情報理論に関
連して、量子仮説検定の誤り確率の評価を導
いた[14,22]。量子マルコフ連鎖の平均場近
似によって自由エネルギーを計算した[24]。
自由確率論(q=0)の研究が進展したが、q-変



 

 

形については多くの困難があり、継続研究中
である。また、ある種の反応拡散系における
パターン形成の安定性などの諸性質を明ら
かにした[9][10]。これは、非線形かつ非マ
ルコフ過程の構築を目指した準備的知見と
位置づけられる。 
 
（３）成長グラフの漸近的スペクトル解析：
量子確率論における独立性の諸概念とグラ
フの構造の関連に着目し、複雑ネットワーク
のスペクトル解析を目指す基礎的成果が得
られた。まず、基本的な 4つの独立性をグラ
フ積に対応させ、漸近スペクトルを量子中心
極限定理の系として導出する基本原理を得
た[21]。有効グラフを含め、複雑なグラフを
小さなグラフの合成として扱うために新し
いグラフ積の試論を構築し、継続研究中であ
る。また、4 つのグラフ積とＱ行列の正値性
との関連を明らかにした[3]。これまでの多
くの具体例を量子分解法の下に統一した
[20]。閾値モデルの隣接行列[2]やハミング
グラフの距離行列などの漸近的スペクトル
分布を導出し、具体例の集積を継続している。 
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