
 

様式 C-19 

科学研究費補助金研究成果報告書 

平成２４年 ４月２６日現在 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

研究成果の概要（和文）： 

完全非線形 2 階楕円型偏微分方程式の粘性解の基礎理論を研究した。一様楕円型方程式が 1

階微分項に非有界係数がある場合に、Lp 粘性解に対し、弱ハルナック不等式が成立することが

証明された。その応用として、強最大値原理、非有界領域での最大値原理、Phragmen-Lindelof

定理など、Lp 粘性解の定性的性質が示された。 

また、退化楕円型方程式が 1 階微分項に関して一次以上の増大度がある場合に、粘性解が属

する適切な関数空間を設定し、その下で粘性解の比較原理を証明した。 

 

研究成果の概要（英文）： 

The basic theory for viscosity solutions of fully nonlinear second order elliptic partial 

differential equations is studied. In case when uniformly elliptic equations contain 

unbounded coefficients to the first derivatives, it is proved that the weak Harnack 

inequality holds for Lp-viscosity solutions. As applications, it turns out that qualitative 

properties such as the strong maximum principle, the maximum principle for unbounded 

domains, the Phragmen-Lindelov theorem etc. are shown.  

In case when degenerate elliptic equations contain the first derivative terms with 

supearlinear growth, by setting appropriate function spaces, to which viscosity solutions 

belong, the comparison principle for them is proved.  
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１． 研究開始当初の背景 

粘性解は完全非線形退化 2 階楕円型・放物
型偏微分方程式の弱解として Crandall と
Lions によって 1980 年代初頭に導入され、
粘性解の存在・一意性など様々な研究がされ

ることによって、粘性解が弱解として適切で
あることが明らかになった。一方、一様楕円
型に限定した場合の粘性解の正則性につい
て、Caffarelli によるブレイクスルーがあり、
Caffarelli-Crandall-Kocan-Swiech により、
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Lp 粘性解の概念が導入され、単純な場合に
最大値原理や正則性の研究がされた。しかし、
低階の項（つまり、一階微分項）に非有界係
数がある場合は、応用上重要であるにもかか
わらず、研究されていなかった。研究代表者
(小池)と Swiech（ジョージア工科大学教授）
の共同研究により、完全非線形 2 階一様楕円
型・放物型方程式の Lp 粘性解に対し、最大
値原理が証明された(2007 年)。更に、1 階微
分項が一次以上の増大度を持つ場合にも最
大値原理の成立する十分条件と、一般の場合
の成立しない例が与えられた(2004 年)。しか
し、最大値原理の次のステップであるハルナ
ック不等式は本研究開始時には得られてい
なかった。 

 また、退化した場合も込めた粘性解の比較
原理は、粘性解理論研究の中心的話題であっ
た。しかし、一階微分項が一次以上の増大度
を持ち、更に変数係数を持つ場合の非有界領
域における粘性解の比較原理は長らく未解
決であった。 

 

２． 研究の目的 

完全非線形 2階楕円型偏微分方程式の粘性解
の定性的性質を研究する。 

(1) 一様楕円型の場合の、正則性に関する次
のステップとして弱ハルナック不等式が
成立することを示す。更に、境界での弱
ハルナック不等式も示し、強最大値原理、
非 有 界 領 域 で の 最 大 値 原 理 、
Phragmen-Lindelof定理などの一般化を
研究する。 

(2) 退化した場合も込めて、1 階微分項に関
して一次以上の増大度のある場合の粘性
解の非有界領域における比較原理を確立
する。 

 

３． 研究の方法 

一様楕円型の場合の Lp 粘性解の正則性の
研究に関しては、Swiech と共同研究を進め
た。Lp 粘性解の定性的性質に関しては、
Vitolo(サレルノ大学教授)や中川(埼玉大学非
常勤研究員)と共同研究を進めた。 

退化も含めた粘性解の比較原理に関して
は、Ley（レンヌ大学教授）と共同研究を進
めた。 

 
４． 研究成果 
完全非線形一様楕円型偏微分方程式の一

階微分項に非有界係数がある場合の弱ハル
ナック不等式が成立することを証明した。さ
らに、一階微分項が一次以上の増大度を持つ
場合は、まず、対応するプッチ方程式の強解
の存在定理を示すことにより、弱ハルナック
不等式が成り立つことを示すことに成功し
た。更に、臨界指数の場合の最大値原理・弱
ハルナック不等式の証明を試みた。以上は

Swiech との共同研究による。 

(1)の応用として、Swiech との共同研究で、
一般的な条件下で強最大値原理を示した。ま
た、境界弱ハルナック不等式を示した。一方、
この境界弱ハルナック不等式を応用して、中
川と Phragmen-Lindelof の定理を一般化し
た。更に、Vitolo と中川と共同で一般化に取
り組んでいる。 

退化した場合を含んだ方程式に関しては、
まず、一階微分項が凸の場合に、従来の結果
を含むように適切な関数空間を設定し、比較
原理が成立することを示した。また、凸性が
成り立たない場合もいくつかの部分的な解
決を得た。更に、方程式系への一般化も研究
した。一方、関数空間が適切であることを示
すために、関数空間を広げた場合に比較原理
が成り立たない例を見つけた。以上は Ley と
の共同研究である。 
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