
 

様式Ｃ－１９ 

 

科学研究費助成事業（科学研究費補助金）研究成果報告書 
平成２５年 ５月 １日現在 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）：フーリエ積分作用素の大域的な有界性の理論を整備することによ

り、偏微分方程式の解の様々な評価式を導出する際に標準形へと変換してから考察する手

法を確立し、さらには二つの偏微分方程式の表象の比較からそれぞれの解の評価式を比較

する新しい手法も整備して、非線型問題にアプローチした。 
 
研究成果の概要（英文）：By developing a global boundedness theory of Fourier integral 
operators, we established a method to deduce estimates for solutions to partial differential 
equations from those for their normal forms, and furthermore, prepared a new method to 
make a comparison of estimates for solutions from the comparison of symbols of two partial 
differential equations, so that we approached to nonlinear problems. 
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１．研究開始当初の背景 
フーリエ積分作用素の理論は、1970 年代

までには Hörmander らによりほぼ確立さ
れたものとなっているが、それを偏微分方程
式の諸問題に応用しようとする場合、問題に
よっては様々な理論の不備に直面する事が
ある。その中でも特に顕著なのが、具体的な
関数空間上での有界性に関するものである。
実際、Hörmander によりその局所 L2 空間
における有界性が示されていたが、大域的な
場合の有界性は、ごく限られたクラスの場合
に示されているのみである。特に大域的な正

準変換を記述するフーリエ積分作用素はこ
れらのクラスには属しておらず、新たな理論
展開が必要となっていた。 
 
２．研究の目的 

この研究は、偏微分方程式の解の様々な
評価式を導出する際に、その表象の座標変換
により標準形へと変換してから考察する手
法（正準変換）を確立すべく、まずはフーリ
エ積分作用素の大域的な有界性の理論を整
備し、さらには二つの偏微分方程式の表象の
比較からそれぞれの解の評価式を比較する
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新しい手法（比較原理）を組み合わせること
により、偏微分方程式論の諸問題にアプロー
チすることを目指すものである。 
 
３．研究の方法 
以下の課題に対して順にアプローチして

いくことにより、研究目的を遂行した： 
 

① フーリエ積分作用素論の整備：フーリエ
積分作用素が具体的な関数空間上で大域
的に有界であるための、相関数・表象に
関するなるべく広いクラスを見つけ、ま
た、そこでの表象計算の理論を構築する。 
 

② 比較原理の一般化：分散型方程式の低次
元モデルに対して知られている比較原理
は、定数係数の場合における平滑化評価
式の場合に限られている。これを変数係
数の場合や、他の関数空間における時空
間評価式の場合にまで拡張する。 

 

③ 分散型方程式の解の基本評価式：変数係
数の場合を含むより一般の分散型方程式
に対して、平滑化評価式、Stricharz 評
価式 などの時空間評価式を導出する。 

 

④ 非線形分散型方程式：上記で得られた時
空間評価式を用いて、非線形分散型方程
式の初期値問題における時間大域解を考
察する。 

 
４．研究成果 
上記課題に関して、以下の成果を収めた： 
 

① Lp-空間においてフーリエ積分作用素は
有界ではないため、その替わりとして相
空間において均質的な取り扱いをするモ
ジュレーション空間に着目した。この空
間は比較的新しく提唱されたものであり、
その基本的性質は未だ完全には解明され
ていないため、まずはその解明に努めた。
特に、Lp ソボレフ空間とモジュレーショ
ン空間の間の包含関係を完全に決定し、
モジュレーション空間において非線形作
用が閉じているかという問題についても
考察した。ただし、非線型偏微分方程式
において比較的よく登場する冪型の非線
型項を取り扱うことは重要であるが、分
数次数の場合に関する最終的な解決を見
たわけではなく、今後への課題として残
されている。 
 

② ポテンシャル項を持つ分散型方程式に対
する平滑化評価式を考察した。変数係数
の方程式を正準変換の方法により標準形
に変換したとしても、低階項などの剰余

項を伴うのが普通であるが、ここでの考
察はその際の一つのモデルケースとして
の意味合いも持っている。主な成果とし
て、同じスペクトルを持つ二つのポテン
シャルに対しては平滑化評価式が比較で
きるという、スペクトル比較原理の理論
を確立した。この考察を、より一般の低
階項を持つ場合にまで拡張することは、
今後の課題である。 

 
③ 分散型方程式の場合に威力を発揮した比

較原理が、非分散型の場合にまでも応用
されることを示し、その平滑化評価式を
導出した。また比較原理を用いることに
より、標準形の方程式に対する平滑化評
価式の最良定数を求めることは、そのま
ま一般の方程式の場合の最良定数を求め
ることに直結する。そのため、代表的な
ケースにおける様々なタイプの平滑化評
価式の最良定数を決定するとともに、最
良を実現する関数の存在・非存在に関す
るひとつの判定法を与えた。類似の研究
はこれまでには知られておらず、かなり
独創的な成果であるものと自負している。 

 

④ 非線型項がある種の構造を持つ分散型方
程式の初期値問題に対しては、構造がな
い場合よりも少ない仮定のもとでの時間
大域解の存在を示すことができるという
結果を得た。この論法をさらに発展させ
ることにより、非等方的な媒質中の弾性
方程式・マックスウェル方程式などを扱
う際のひとつの方法論も確立した。波動
方程式の場合には、ラプラシアンと可換
なベクトル場を用いることにより、解の
減衰評価における減衰のオーダーを稼ぐ
事ができることが知られている。これに
より半線形波動方程式の時間大域的解の
存在が示されるというのが Klainerman 
のアイデアである。これを一般の双曲型
方程式に適用することは、その非等質性
によりかならずしも容易ではないが、こ
れまでのフーリエ積分作用素論の研究が
その端緒を開くことを確認した。この研
究はまだ途上にあり，最終的成果に関し
ては今後の進展に期待したい． 

  
また、これらの研究の遂行にともない、国

内外の偏微分方程式論および調和解析学の
研究交流は、必要不可欠なものであった。そ
の目的のため、以下の様な国際研究集会を積
極的に組織した： 
 

*International Workshop “PDEs and 
Function Spaces” Imperial College 
London, UK (December 3-5, 2008) 

*第 9 回名古屋国際数学コンファレンス 



“Harmonic Analysis and Partial      
Differential Equations” (September 28-  
October 1, 2009) 

*International Workshop "Fourier Analysis 
and Partial Differential Equations" 
University of Göttingen, Germany (June 
14-17, 2010) 

*“Asymptotic Properties of Solutions to 
Hyperbolic Equations” Imperial College 
London, UK (March 21-25, 2011) 

*RIMS 研究集会「調和解析と非線形偏微分方
程式」 (July 4-6, 2011) 

*"Fourier Analysis and 
Pseudo-Differential Operators" Aalto 
University, Helsinki, Finland (June 
25-30, 2012) 

*RIMS 研究集会「調和解析と非線形偏微分方
程式」 (July 2-4, 2012) 

 
これらの活動は、国際的な人的交流という意
味においても、かなりの成果があったものと
考えている。 
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