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研究成果の概要（和文）：  

非線型問題の研究を変分的手法により行った. 特に(1) 非線型シュレディンガーおよびその連

立系に対する特異摂動問題に関して凝集解の変分的構成を行い, 非常に一般的な設定の下でそ

の存在を示した. (2) 非線型楕円型方程式 (系) の解の存在を種々の設定の下で扱い, 解の新し

い変分的構成を与えた. また解の安定性, 不安定性の研究を行った. (3) 空間次元 1 の特異摂

動問題においては高振動解の特徴付けと存在結果を与えた. 

 
研究成果の概要（英文）：  

We study nonlinear problems via variational approaches. Especially (1) we study singular 

perturbation problems for nonlinear Schrödinger equations and systems.  We introduce a 

new purely variational method which enables us to construct concentrating solutions in a 

very general setting.  (2) We study nonlinear elliptic equations and systems in various 

settings.  We give a new variational construction of radially symmetric ground states.  

We also study stability and instability of solutions.  (3) We also study highly oscillatory 

solutions in 1-dimensional singular perturbation problems.  We give characterization and 

existence result. 
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１．研究開始当初の背景 

非線型微分方程式は数理物理学，微分幾何学
における種々な問題に現れ，その解の存在， 
多重性，安定性，不安定性は非常に重要な問
題である．このような問題の中でも最も重要
なクラスは変分構造を持つ非線型微分方程

式であり，その深い理解が待たれている．こ
こでは主たる研究対象である非線型楕円型
方程式に対する特異摂動問題，解の構造につ
いて述べる． 

(1)特異摂動問題． 

非線型楕円型方程式にする特異摂動問題は 
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Floer-Weinstein の 1986 年の研究以来，非
常に多くの研究がなられており，ポテンシャ
ル V(x) の臨界点に集中する凝集解が構成さ
れる等，非常に興味ある結果が得られている
が，その存在証明には Lyapunov-Schmidt 

法が用いられ，その適用範囲は限定されてい
た．特に方程式系に対する適用は難しい状況
であった． 

(2)非線型楕円型方程式系の解構造． 
単独の方程式と比べると連立系の研究はま
だ進んでいない．非線型楕円型方程式系は
数理物理モデル等に現れ，その基底状態等
に対応する解は非常に重要であり, その変
分的解析が待たれている.  
 

２．研究の目的 

非線型楕円型方程式(系) に対して変分的ア
プローチを中心的な切り口として以下の問
題を中心に研究を行った． 

(1) 特異摂動問題の研究． 

特異摂動問題は本研究の主要なテーマのひ
とつであり，数理物理，数理生物モデル等と
も深い関連を持つ． 

①非線型シュレディンガー方程式に対する
特異摂動問題. 

非線型項がべき関数のときは対応する極限
問題の解の一意性，非退化性が知られており，
Lyapunov-Schmidt 法が適用できる．しかし
一般的な非線型項 f(u) を持つ方程式に対し
ては極限問題の解の一意性，非退化性が知ら
れておらず，その方法は適用できない．ここ
では Lyapunov-Schmidt 法に頼らない凝集
解の構成方法を開発する． 

②非線型楕円型方程式(系)に対する特異摂動
問題． 

特異摂動問題は極限方程式の解構造が複雑
である等の難しさから，今まで凝集解の構成
はあまりなされていなかった．①で開発する
手法を発展させることにより方程式系の凝
集解の構成を行う． 

③高振動解のプロファイルおよび存在問題． 

空間次元が  1 の場合にはさらに複雑な 

peak の数が特異摂動パラメーターが 0 へ
近づくとき無限大と発散するような解の解
析 が 可 能 と な る． ここ で は  adiabatic 

invariant に関連する量を用いたプロファイ
ルの記述および admissible なプロファイル
に対して対応する高振動解の構成を行う． 

(2)非線型楕円型方程式(系) に対する解構造
の研究． 

非線型スカラーフィールド方程式の存在か
ら研究を始め，数理物理に現れる具体的な方
程式系に対してその ground state 解の存在
問題および解の安定性，非安定性の解析を行
う． 

(3)天体力学における変分問題の研究． 

ハミルトン系の周期軌道の存在も重要な変

分問題のひとつである．ここでは今までの研
究代表者の研究を踏まえ，天体力学に関連し
て現れる周期問題に対して軌道安定な周期
軌道の存在証明を目指す． 

 

３．研究の方法 

早稲田大学理工学術院に研究の中心拠点を
置き研究活動を行った．その際，定期的に開
催している応用解析研究会，変分問題セミナ
ーを代表者，分担者，連携研究者間の研究連
絡を行う場として重視した．また海外の研究
者との研究交流を重視し，特に J. Byeon 教
授(Postech, 韓国)，P.Felmer 教授 (Univ. 
Chile)，L. Jeanjean 教授 (Univ. Besancon, 
France)と共同研究を行った． 
 
４．研究成果 
次の研究成果を得た． 
(1) 特異摂動問題の研究． 
①非線型シュレディンガーに対する特異摂
動問題の研究． 
一般的な非線型項 f(u) を持つ非線型シュ
レディンガー方程式に対して， J.Byeon 氏
と共に新たに局所化した変分的な解の構成
法を開発し, 極限問題の解の一意性，非退化
性を全く仮定することなく (要求される性
質は極限問題の解集合の平行移動を除いた
コンパクト性のみである) 凝集解の構成を
行うことに成功した(J. Eur. Math. Soc. 掲
載予定)．ポテンシャルの臨界点に集中する
凝集解の存在を示したのみならず, さらに
臨界点がの極大点あるいは鞍点の場合には 
１点に複数の peak が集中する clustering 
解をも構成した (Mem. Amer. Math. Soc. 掲
載予定)．このような解は極限方程式に関す
る強い仮定の下で Lyapunov-Schmidt 法に
よって有限次元の問題に帰着することによ
ってのみ従来得られていた結果であり，この
ような結果を有限次元近似を経ずに無限次
元解析により導出したことは画期的である． 
なお，ここで開発したアイデアは非常に応用
範囲が広く，方程式系等に対する特異摂動問
題への広範な適用が期待される．その一端は
次の②で見ることができる．他の応用として 
expanding domain (S を Rn 内の閉曲面とす
るとき Ωt={x| dist(x,S)<1} と表される領
域) 内の正値解の多重度を扱った．従来は
Lyapunov-Schmidt 法により研究がなされ，
極限問題の解に対する一意性，非退化性の仮
定の下で (この仮定は一般に 3次元以上の場
合正しいか否かチェックされていない) 議
論されていたが，今回開発されたアプローチ
によりこのような仮定なしで多重度が議論
が可能であり，t と共に正値解の数は無限大
となることを示すことに成功している．今回
開発した方法の他の問題への応用および凝
集解の存在を示すための一般論としての確



 

 

立を目指して現在さらに研究を進めている． 
②非線型楕円型方程式(系)に対する特異摂
動問題． 
研究の背景で述べたように，特異摂動問題の
研 究 は 方 程 式 系 に 対 し て は 
Lyapunov-Schmidt 法が一般に適用できない
ため，あまり進んでいない状態であり，ある
種の対称性を仮定した方程式系が主に研究
されていた．ここではまず比較的簡単な構造
を持つ方程式系として２本の非線型シュレ
ディンガー方程式系からなる連立系に対し
て，凝集解の存在を研究し，その存在を方程
式系の対称性等を仮定せずに示すことに成
功した (Calc.Var. Partial Diff. Eq. 2011)．
この問題においては，2 つのポテンシャルが
現れ，それらの相互作用により定まるある種
の極小点に集中する凝集解が見いだされて
おり，システムとしての問題の複雑さも明ら
かにしている．（システムにおいてはポテン
シャルの臨界点がシステムとして興味ある
解の凝集点となっているとは限らない）．極
大点，鞍点での凝集解の存在も期待され興味
深い問題である．このような凝集解の存在は
引き続き解析を行っていきたい．なお 
Gierer-Meinhardt 系等の凝集解の存在問題
を 倉 田 が ， cross-diffusion を 伴 う 
Lotka-Volterra 方程式系に対するある種の
特異極限問題の研究を山田が行った． 
➂1 次元での特異摂動問題に対する高振動
解の研究． 
Adiabatic invariant に関連する量を用いた
高振動解のプロファイルの記述および 
admissible なプロファイルに対応する高振
動解の存在証明を外力項を伴う振り子の方
程式に対して代表者が，P.Felmer 氏，S. 
Martínez 氏と共に行った．得られた結果は
振り子の回転数と adiabatic invariant が
ある種のメモリー効果を持って関連するも
のであり力学系としても興味ある現象を見
いだしている． 
(2) 非線型楕円型方程式(系)の解構造の研
究． 
非線型スカラーフィールド方程式に関する 
ground stete 解の存在に関する基本的な存
在定理に関してスケーリングプロパティを
活用した変分的証明を与えた (Top. Meth. 
Nonl. Anal. 2010)．この方法は制限問題を
用い行われていた従来の方法とは異なり，関
数空間 H1 上定義された汎関数そのものを 
用いた直接的なアプローチである．さらに存
在結果も既存の結果より若干一般なものを
与えている． また空間変数 x に依存した問
題等へのアプローチもある程度可能として
いる．なおこの方法は柱状領域での非線型楕
円型方程式等への応用も可能である (Adv. 
Nonl. Anal. 掲載予定)． 
また数理物理に現れる 2 次相互作用を持つ

非線型シュレディンガー方程式系の研究を
を小澤，田中が行った (Ann. Inst. H. 
Poincaré 掲載予定)．ここでは ground state 
解の存在を変分法を用いて解析し，次いで発
展問題を考察し，ground state 解の大きさ
が初期値問題の解が大域解となるかあるい
は爆発解となるかのしきい値を与えること
を見いだしている．このような結果は単独の
方程式に対しては M. Weinstein により見い
だされていたが，同様の結果が方程式系に対
しても得ることに成功した． 
なお，非線型シュレディンガー方程式系に対
する semi-positive 解の存在問題を佐藤が，
準線型シュレディンガー方程式の ground 
state 解の存在および一意性を足達が示し
た．  
(3) 天体力学における変分問題の研究． 
関口が等質量の N-体問題の collision を
持つ周期解 (choreographic 解) の構成を
行った．なお目標とした軌道安定な 2 体問
題の周期解の構成については残念ながら十
分な存在結果を得ることができなかった．こ
のテーマは今後の研究課題としたい． 
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