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研究成果の概要（和文）：自然界に見られる多角形分割のデータが山積しているが、それらの統

計解析を行うための手法が未開発である。われわれはこの状況を打開するため、MCMC 法

を多用した統計的方法を開発した。われわれが用いた統計モデルは広範囲の多角形分割パタ

ーンを再現できることが判明し、モデルに含まれるパラメータの推定も行うことができるよ

うになった。 

 
研究成果の概要（英文）：It is known that there are many polygonal tessellation data in the 

field of natural sciences. But most of such data remained untouched from the point of 

statistical analysis. In order to break this situation, we have developed a statistical 

procedures using MCMC method in depth. As a result of our research, it is revealed that 

various types of polygonal tessellation pattern are reproducible in our statistical model 

and that statistical estimation of model parameters is able to execute. 
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１．研究開始当初の背景 

 (1) これまで研究代表者らは空間に散布さ
れた多数の点による配置を統計解析する手
段としてＭＣＭＣ法を多用した尤度法の開
発を手がけてきた。われわれの研究は現在、
総計科学分野でＭＣＭＣ法が注目されてい
ることの先駆けとなっている。 

 (2) 一方で、研究代表者らは動物のなわば
りによる空間分割パターンや生物組織の細
胞分割パターンなど、有限な領域のセル分割

による空間配置の統計モデル構成を長年手
がけてきている。これらの研究では、われわ
れはなわばりや細胞による空間分割がボロ
ノイ多角形を用いてモデル化できる点に着
目してきた。また、２次元・３次元のボロノ
イ・セル空間分割の計算プログラムを開発し
て、国内外の研究者に無償で提供してきた。 

 (3) 以上の学術的背景から、われわれは空
間点配置に対して行ってきた統計的手法を
空間分割の問題に拡張・発展させることの必
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要性を痛感していたし、研究代表者がその研
究を行える状況にあると考えていた。 

 

２．研究の目的 

 (1) 自然界では金属に現れる多結晶粒界、
森林における樹冠による空間分割、動物のな
わばりによる生息地の分割パターン、生物組
織に見られる細胞パターンなど種々の多角
形分割データが得られる。そこで、これらの
データに対する統計モデルを構築し、統計解
析手法を開発することが重要である。 

 (2) 「研究開始当初の背景」に述べた事情
を元にして、ＭＣＭＣ法による計算機シミュ
レーションとボロノイ・セル空間分割の計算
プログラムを併用して「研究の方法」に示す
アイデアを実行することで統計解析手法を
開発し、有効性を提示することが目的である。 

 

３．研究の方法 

 (1) まず与えられた多角形分割データが
ある点配置から構成されるボロノイ多角形
と見なせると仮定する。実際、任意の多角形
分割データから、それが近似的にボロノイ多
角形分割となる点配置を求める方法が存在
する。 
 (2) N 個の多角形に対して求められた N 個
の点の位置座標を X_N とし、領域 A を各点
を中心とするボロノイ多角形で分割する。そ
して、そのボロノイ分割パターンはボロノ
イ・セルの全辺長、各面積、各辺長で表され
た３つの項からなるポテンシャル・エネルギ
ーの下で平衡にあると仮定する。エネルギー
の３項の係数をそれぞれ a, b, c とするとき、 
それらの値が分割パターンの特徴を反映す
るはずである。ある相互作用ポテンシャルの
下で平衡にある配置は Gibbs分布に従うこと
が知られている。 
 (3) あるポテンシャル・エネルギーの下で
の Gibbs分布に従う配置を実現する計算機シ
ミュレーションの方法として最適なのが
MCMC 法（マルコフ連鎖モンテカルロ法）であ
る。MCMC法を用いて、種々のパラメータ(a, b, 
c) の値の組み合わせに対して、それぞれの
平衡配置を計算する。 
 (4) シミュレーションから得られたボロ
ノイ分割パターンとパラメータとの対応関
係を調べ、ランダム型、集中型、規則型のパ
ターンに対するパラメータ値を求める。 
 (5) シミュレーション・データが与えられ
たとき、それに対応する相互作用ポテンシャ
ルのパラメータ値を統計的に推定する方法
を開発して、シミュレーション・データに対
して検証するとともに実データへの適用を
行う。 
 
４．研究成果 
(1) 上記の相互作用ポテンシャルによっ 
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て、種々のパラメータ値(a, b, c) の組み
合わせに対してランダム型・集中型・規則型
のボロノイ分割パターンが MCMC 法によって
実現できることが判明した。その一例を図１、
図２に示す。また、パラメータ値の対応関係
が明らかになった。 
 (2) 研究の当初は相互作用ポテンシャル
をボロノイ・セルの全辺長、各面積の 2 項の
みで考察したが、各辺長の項を新たに加える
ことで広範囲のボロノイ分割パターンが実
現できた。 
 (3) シミュレーション・データから相互作
用ポテンシャルのパラメータ値を推定する
方法として、疑似尤度法（Diggle, Fiksel, 
Grabarnik, Ogata, Stoyan and Tanemura 
(1994) , International Statistical Review, 
Vol.62, pp.99-117）を採用して、今回の研
究の目的に合致するように計算プログラム 
を改良し、パラメータ推定値を求めることに
成功した。たとえば、パラメータの組み合わ
せ (a, b, c) = (0, 40, 0) の場合（図１参
照）、4 個の独立なボロノイ分割パターンに対
する b の推定値としてそれぞれ 41.6, 45.7, 
49,7, 45,7 を得た。また (a, b, c) = (0, 0, 
10) の場合（図２参照）、同様に c の推定値
としてそれぞれ 12.0, 17.8, 14.3, 14.6 を
得た。これらの推定結果は疑似尤度を用いて
いる故の偏りが見られるものの、一定程度満
足な結果と言える。 
 (4) 実データへの適用例としてランゲル
ハンス細胞の多角形分割配置データを上記
の方法で解析したところ、パラメータ推定値
に対応する MCMC シミュレーションでデータ
の再現をすることにより、ほぼ満足のいく結
果を得た。 
 (5) 以上の成果はこれまで統計科学の分
野では国内外で初めての新しい試みである。
国外ではこの分野において Moeller や
Baddeley らがボロノイ・セルによる空間分割
の問題を手がけているが、それらはモデル構
築にとどまり統計学的手法としての視点に
欠けていた。また Bertin et al.(1999) はボ
ロノイ・セルに双対なデローネイ三角形分割
を用いた統計的手法を試みているが、それは
粒子間の条件をデローネイ隣接粒子に限定
する手法であって、ボロノイ・セルそのもの
を統計的手法の対象とする研究は行われて
おらず、パラメータ推定に関してもおそらく
今回が初めてである。 
 (6) 研究成果および関連研究の発表とし
て各種の国内外のシンポジウム・学会での口
頭発表に加えて、いくつかの学術雑誌への論
文公表等を行っている。実データへの解析に
ついては成果を論文発表する準備を開始し
た。その他に、「MCMC とその周辺 – 空間統計
と乱数を中心にして」と題する解説論文（石
黒真木夫編：近代科学社から出版予定）をま

とめた。 
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