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研究成果の概要（和文）：正規型放物型代数の場合にスカラー型の一般化 Verma 加群の間の準

同型の分類を無限小指標が非特異整数的という条件のもとで行った。またＣ型リー代数のヤコ

ビ放物型部分代数などの完備化に含まれる Whittaker 加群やある種の古典群の主系列表現の

Whittaker 双対の既約性についての結果も得られた。またこの研究に関連して、第 49 回実関

数論・函数解析学合同シンポジウムについての助成を行った。 

 
研究成果の概要（英文）：We classified homomorphisms between scalar generalized modules 

associated with normal parabolic subalgebras of exceptional Lie algebras under the 

assumption that the infinitesimal characters are regular integral. We also studied 

Whittaker modules in the completion of generalized modules associated with parabolic 

subalgebras including Jacobi parabolic subalgebras of simple Lie algebras of the type C.  

We also obtained results on irreducibility of the Whittaker dual of principal series 

representations. We supported 49th joint Symposium on Real Analysis and Functional 

Analysis. 
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１．研究開始当初の背景  

一般化旗多様体は球や射影空間を含む、基
本的な数学的対象である。スカラー型一般化
Verma 加群は一般化旗多様体と密接な関連
のある代数的な対象であり、それらの間の準
同型の分類は一般化旗多様体上の同変直線
束の間の不変線形微分作用素の分類と同値
である未解決な基本問題である。研究代表者

は過去の研究により極大放物型部分代数に
対応する場合にこの問題を解決し、それを応
用して一般の場合にも要素的準同型という
クラスの準同型の存在を確立した。予想とし
ては任意の準同型が要素的準同型の合成で
あらわされることでありこれが肯定的に解
ければ準同型の分類が完成することになる。
この予想は特別な場合には解決していた。 
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２．研究の目的 

（１） 一般の放物型部分代数の場合に対し
てスカラー型の一般化された Verma 加群の
間の準同型の分類を完成することが最終目
標である。特に、対称空間に付随した場合の
分類の解決ならびに正規放物型部分代数の
場合を当面の課題として設定した。 

（２） 一般化された Verma 加群の完備化に
含まれる Whittaker 加群の構造の決定も目
標とした。 

 

３．研究の方法 

有限次元表現をテンソルして誘導された準
同型の挙動を調べる手法を徹底的に精密な
形で行うことにより例外型のような具体的
な場合は準同型の存在を決定できるばあい
がある。また原始的イデアルの理論などの一
般論を援用して存在条件を絞ることも有効
であった。さらにもっとも特異的なパラメー
ターの場合は多くは状況が簡単であるので、
上述の手法によりその場合に帰着するのが
常套的な手法である。 

 
４．研究成果 
(1) 正規型放物型代数の場合にスカラー型
の一般化 Verma加群の間の準同型の分類を無
限小指標が非特異整数的という条件のもと
で行った。また正規でないいくつかの場合に
ついても結果を得ている。この研究は論文 
On the homomorphisms between scalar 
generalized Verma modules 
(http://jp.arxiv.org/abs/1205.6748)  
にまとめた。 
(2) 放物型部分代数が局所有限に作用する
複素半単純リー代数の有限生成加群の作る
圏(いわゆる放物型 O圏)から Whittaker 加群
の作る圏への関手が以前から定義されてい
たが、単純加群の像を$so(2n,1)$の極小放物
型 部 分 代 数 の 複 素 化 と $sp(n,{\mathbb 
C})$の Jacobi 放物型部分代数の場合に調べ
た。放物型 O 圏は Soergel の結果によりこの
2 つの場合は同型になるのであるが、一般化
された旗多様体についての moment map が像
の上で双有理になるかどうか違うことが効
いてきて、Whittaker 加群を対応させる関手
の挙動はまったく異なる。一方で Whittaker 
vector の空間にはある有限群が作用するが
その作用込みで考えるといままで調べた例
では Whittaker 加群の圏と放物型 O圏の構造
は小さい加群を除いては同じになるという
現象を確認している。一般の場合にどうなっ
ているのかを調べるのは今後の課題である。
また、今まで結果が知られていた moment map
の双有理性が成り立つ場合でない時の退化
主系列表現の連続 Whittaker vector を(パラ
メーターの正値性の仮定の下で)partial 
Jacquet integeral として構成した。以上の

成 果 は 研 究 集 会 "Nilpotent Orbits and 
Representation Theory"(20112 月 19 日-23
日)において"Whittaker modules and vectors 
associated with the Jacobi parabolic 
subalgebras"という講演で発表した。 
(3) quasi-split な実半単純線形群において
既約認容表現の上の連続 Whittaker vector
の空間の次元は高々1 であることが知られて
おりこれは保型表現の理論において重要な
役割を果たす。 (重複度 1 定理 )一方
quasi-split で無い場合は連続 Whittaker 
vectorの空間の次元は1より大きくなりうる。
一 方 、 代 数 的 な Whittaker vector の
Kostant-Lynch に よ る 研 究 に よ り 連 続
Whittaker vectorの空間はある非可換代数上
の加群になることが知られていた。その代数
は近年、affine Lie 代数における W-代数の
有限次元半単純 Lie 代数における類似物であ
ることが認識され有限 W-代数と呼ばれるよ
うになった。そこで、重複度 1定理の自然な
一般化として連続 Whittaker vector の空間
は有限 W-代数加群として既約であるという
素朴な予想が出てくる。この予想はすでに A
型の群および$S0(p,q)$で$p+q$が偶数にな
る場合に肯定的であることを示していた。
$S0_0(2n,1)$ に 対 し て 肯 定 的 で あ る が
$S0(2n,1)$に対しては素朴な予想は離散系
列表現に対して否定的であることがわかっ
た。そこで、有限 W-代数だけでなく、連続
Whittaker vectorの空間に作用するある群の
作用を加味すると既約になるという修正を
予想に施すと、$S0(p,q)$で$p+q$が奇数の場
合でも修正された予想は正しいことが確か
められた。 
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