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研究成果の概要（和文）：この研究では、代数群の不変式からゼータ関数を組織的に構成する概

均質ベクトル空間の理論を、(1)Eisenstein 級数の周期との関係、(2)概均質ベクトル空間のゼ

ータ関数を保型形式の Koecher-Maass ゼータ関数との関係、(3)概均質性のない群作用の不変式

の場合へのゼータ関数の拡張、という 3 つの視点から研究した。最も重要な成果は、非退化二

次写像を利用し、関数等式を満たす非概均質的な 4次形式のゼータ関数を構成したことである。 

 
研究成果の概要（英文）：Theory of prehomogeneous vector spaces gives a systematic method 
of constructing zeta functions from polynomial invariants of prehomogeneous group actions. 
We investigated zeta functions of prehomogeneous vector spaces from the following 3 view 
points: (1) relations to Eisenstein-periods, (2) relations to the Koecher-Maass zeta 
functions of automorphic forms, (3) zeta functions of invariants of non-prehomogeneous 
group-actions. The most important result is the construction of zeta functions of 
non-degenerate quadratic mappings, which include zeta functions of certain 
non-prehomogeneous polynomials of degree 4.   
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１．研究開始当初の背景 
概均質ベクトル空間のゼータ関数の理論

は、関数等式を満たすディリクレ級数を群の
線形表現の不変式から組織的に構成する方
法として、1960年代に佐藤幹夫により構想さ
れ、1970年代に新谷卓郎等の研究により実質
的な発展を開始した。今日では、（もちろん、
いくつかの重要な問題は残しつつも）理論の
創成期に構想された目標にほぼ到達したと

いうことができる。このような認識に基づい
て、本研究では、概均質ベクトル空間のゼー
タ関数の理論の次の発展段階としてどのよ
うな方向を目指すかを検討することを大き
な意味での課題とした。検討の方向としては、
以下の 2 つの方向を想定した。(1) 概均質ベ
クトル空間のゼータ関数の理論は、その出発
点においてテータ級数の変換公式に基づく
古典的なゼータ関数の関数等式証明の成立
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根拠を、保型形式論とは異なり、十分大きな
群の不変式が局所関数等式を満たすことに
見ている。その意味で、保型形式の理論のと
は、別の方向への発展と考えてよい。しかし
ながら、理論が一定の完結を見た現段階で、
あらためて、保型形式に付随するゼータ関数
の理論との関係を問い直すことの意味は大
きいと考えられる。 (2)Faraut, Koranyi, 
Achab, Clerc 等の 1990 年代の研究により、 
概均質ベクトル空間の理論の主結果の完全
な類似が成立するにもかかわらず、概均質ベ
クトル空間の理論の枠内に収まらない 4次形
式の例が発見されており、概均質ベクトル空
間という概念がゼータ関数論の最終的な枠
組みを与えるものとは必ずしも考えられな
いことが分かっていた。概均質ベクトル空間
の枠から出て、どこまでゼータ関数論を拡張
できるのか、これがもう一つの研究の方向と
なる。 

 
２．研究の目的 
 前項に記したような理論の発展段階の認
識に基づいて、本研究では、具体的な研究目
的として、次の３つを掲げた。 
 (1)概均質ベクトル空間のゼータ関数とア
イゼンシュタイン級数の周期との関係を明
らかにすること。 
 (2)概均質ベクトル空間のゼータ関数を保
型形式に（何らかの意味で）付随するゼータ
関数と関係付けること。 
 (3)Faraut-Koranyi-Achab-Clerc の 結果
を一般化した非退化二次写像の枠組みで局
所関数等式の引き戻しの理論が構築されて
いる（研究代表者）が、その中で、関数等式
を満たし非概均質的な局所ゼータ関数を与
えるケースを分類すること、また、対応する
大域的ゼータ関数の関数等式の理論を構成
すること。 
 
３．研究の方法 
 3つの研究目的のそれぞれを、研究代表者
および連携研究者（研究目的(1)については
谷口隆、(2)については広中由美子、(3)につ
いては小木曽岳義）で担当し、研究を進めた。
また、2008,2009 年度は、研究会（愛媛大学
理学部（2008, 9/9-12）、九州大学数理学研
究科（2009, 12/23-25））を開催し、研究代
表者に連携研究者・研究協力者を加えて、研
究の進捗について議論を行った。研究目的の
(3)では、構成されたゼータ関数が非概均質
的なものか否かを判定するために、二次写像
を不変にする群のリー代数を決定する必要
があるが、リー代数の数式処理による大規模
な具体的な計算が最終結果の予想に非常に
有効であった。 
 
４．研究成果 

 研究期間内に明らかになった成果、および、
今後の課題を、研究目的(1), (2), (3)のそ
れぞれについて述べる。 
 (1)概均質ベクトル空間のゼータ関数は、
極めて弱い条件の下で、一般線形群のアイゼ
ンシュタイン級数の genericな軌道に対応す
る部分級数の周期に現れることを示した。そ
の際、比例定数には、ある種の球関数の特殊
値が非自明因子として含まれる。特に、
Q-anisotropic な場合には、群の有理点はす
べて generic な軌道に含まれ、アイゼンシュ
タイン級数の周期と概均質ベクトル空間の
ゼータ関数の関係が（球関数の計算を除け
ば）完全に明らかになる。そのもっとも基本
的な例は、Hecke の量指標の L 関数をエプシ
ュタインのゼータ関数のフーリエ係数とし
て表す、Hecke-Siegel（2次体の場合）、およ
び、Oda-Hiroe（一般の代数体の場合）の結
果であり、この結果を上記の一般的な結果の
特殊ケースとして、球関数の明示的計算を含
めて再構成する作業は田村敬太（立教大学大
学院理学研究科、研究協力者）が行った。
Q-isotropic な場合には、アイゼンシュタイ
ン級数の周期を正則化し、正則化された周期
の値が genericな軌道に対応する部分級数の
周期と一致することを示す必要がある。この
場合の研究は、現在進行中である。 
 (2)①既約正則概均質べクトル空間は佐藤
幹夫・木村達雄によって２９のタイプに分類
されている。保型形式との関係が古典的に知
られている場合はタイプ１、タイプ 15 であ
り、タイプ 1 のとき、一般線形群の標準 L 関
数（保型形式として定数関数をとる）、タイ
プ 15 のとき、二次形式のテータ級数の
Koecher-Maass ゼータ関数となっている。さ
らに研究代表者の先行する研究においてタ
イプ１、3 の場合、作用する群を一般線形群
の直積からその放物型部分群に制限して得
られる多変数ゼータ関数は、一般線形群のア
イゼンシュタイン級数に対する標準 L関数と
一致すること、タイプ 13、15 の場合、作用
する群の Sp(n) または SO(2n) の部分を 
Siegel 型の放物型部分群に制限して得られ
る 2変数ゼータ関数は、それぞれ、SO(n,n)、
Sp(n) の ア イ ゼ ン シ ュ タ イ ン 級 数 の
Koecher-Maass ゼータ関数に一致すること
が明らかになっていた。今回の研究では、可
約な概均質ベクトル空間（SL(m)×GL(n)×
GL(n),M(m,n)⊕M(m,n))の split form と non 
split form について調べ、そのゼータ関数
が、それぞれ、GL(2n)、U(n,n) のアイゼン
シュタイン級数の Koecher-Maassゼータ関数
と同定できることが分かった。連携研究者広
中は、p-進対称空間 U(n,n)/(U(n)×U(n)) の
球関数論を展開し Hermitian Siegel 級数を
球関数の一次結合として表す公式を得てい
る。その際、Hermitian Siegel 級数の積分



 

 

表示がカギとなるが、この積分表示が non 
split form の 場 合 に ゼ ー タ 関 数 を
Koecher-Maass ゼータ関数と同定する際に
も利用できた。いわゆる系列型（古典型）の
概均質ベクトル空間のうちで、タイプ 2 以外
については、作用する群が GL(n) の場合に
は標準 L 関数、その他の場合には適当な群の
アイゼンシュタイン級数の Koecher-Maassゼ
ータ関数として解釈されることが分かった。
タイプ 2 については、GL(n)の 2 重被覆のア
イゼンシュタイン級数と関連すると予想さ
れる。その他のいわゆる散在的な概均質ベク
トル空間については、保型形式とのつながり
は明らかになっていない。保型形式と概均質
ベクトル空間のゼータ関数の関連という問
題は、最終的には、周期積分の非消滅と保型
形式の持ち上げとの関係を利用して解かれ
るべきだと考えられる。これまでに明らかに
なっているケースは、GL(n)×GL(n)上の保型
形式の対角的に埋め込まれた GL(n)での周期
積分の非消滅、symplectic 周期の非消滅、
テータ持ち上げなどにより解釈できる。今後
の展望としては、いまだ十分解明されていな
いタイプ 2 や散在型の空間に対して、その
generic isotropy部分群における周期の非消
滅と保型形式の持ち上げとの関係を究明す
る方向での研究を進めることが重要であろ
う。 
 ②以上のように、概均質ベクトル空間のゼ
ータ関数を保型形式に付随するゼータ関数
と結び付ける際に、保型形式の Fourier 係
数から定まる Koecher-Maass型のゼータ関数
がしばしば重要な役割を果たしている。しか
し、正則保型形式の場合を除いては、
Koecher-Maass 型のゼータ関数の理論は満足
すべき形では構築されていない。本研究では、
Siegel 保型形式の場合に境界値を通じて
Koecher-Maass ゼータ関数の構成を試みた鈴
木利明の試みを一般化することを行った（研
究協力者田村敬太との共同研究）。現段階ま
でに得られた結果としては、保型形式の満た
す保型性の境界値への反映を抽象化し概均
質ベクトル空間上の保型超関数を定義し、不
変微分作用素環の可換性についての（技術的
な）仮定の下に、その Fourier 係数を利用し
て定まる L関数の解析接続、および、関数等
式を証明することに成功した。考えている概
均質ベクトル空間が可換放物型の場合には、
この理論が適用でき、また、その概均質ベク
トル空間の共形群の退化主系列表現に属し
数論的部分群によって不変な超関数ベクト
ルから概均質ベクトル空間上の保型超関数
が得られることも明らかになった。これは、
実 解 析 的 保 型 形 式 に も 適 用 で き る
Koecher-Maass 型ゼータ関数の理論への大き
なステップである。 
 (3)非退化二次写像のゼータ関数について

は、大きな進展があり、所期の目的を基本的
に実現することができた。 
①まず、Clifford 代数の表現空間から直

交群のベクトル表現の空間への非退化二次
写像から得られる 4次形式の族について、そ
れを不変とする線型変換の群の Lie代数を完
全に決定することができた。その結果として、
Clifford 代数を定義する二次形式の変数の
個数 n が 12 以上の場合、および、5≤n≤11 の
ときには表現の次数が十分大きい場合には、
問題の 4次形式は概均質ベクトル空間の相対
不変式とはなりえないことを示すことがで
きた。また、例外の場合にどのような概均質
ベクトル空間が現れるかも、決定されている。
これによって、概均質ベクトル空間の理論の
主結果である局所関数等式を満たし、かつ、
概均質ベクトル空間の理論には含まれてい
ない不変式の例が豊富に得られたことにな
る。この結果と、従来の概均質ベクトル空間
の理論とを統合する新原理が期待されるが、
それがどのようなものであるべきか、現時点
では予想がついていないものの、今後の重要
な発展方向を示唆していると考えられる。 
 ②概均質ベクトル空間をターゲット空間
とする有理数体上定義された非退化二次写
像に対し、局所密度の無限積を係数とする大
域的ゼータ関数を定義し、その関数等式を証
明することができた。これは、(2)②で述べ
た概均質ベクトル空間上の保型超関数に付
随する L 関数の理論の応用として得られた。
この場合、保型超関数の保型性は、二次写像
に付随する Gauss和の相反法則の結果として
導かれる。①で分類された 4 次形式の場合に
は、やはり概均質ベクトル空間のゼータ関数
の理論を越えた新しいゼータ関数が定義さ
れている。ここで構成されたゼータ関数は古
典的な二次形式のゼータ関数と対比すると、
種に属すゼータ関数である。二次形式の場合
には類に属すゼータ関数が定義されており、
種に属すゼータ関数を類に属すゼータ関数
の一次結合として表す公式が有名な Siegel
の主定理であるということができる。しかし
ながら、二次形式の場合、類に属すゼータ関
数の定義では概均質的な群作用が本質的に
利用されており、その方法はここで得られた
非概均質的な 4 次形式には適用できない。類
に属すゼータ関数の定義、そして、Siegel の
主定理の拡張がこの場合にも可能であるか
どうかは、やはり、極めて興味深い今後の課
題である。 
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