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研究成果の概要（和文）：レフシェッツ性は、アルティン次数付環の基本的かつ重要な性質であ

る。本研究では、完全交叉のレフシェッツ性とジェネリックイニシャルイデアルについて考察

し、次のような成果を得た。１．k 階レフシェッツ性をもつアルティン環のベッチ数の上限を

与えた。２．4 変数の単項式で生成されるある完全交叉のジェネリックイニシャルイデアルを

求めた。３．最強のジョルダン分解のテンサー積は再び最強である。これは、強いレフシェッ

ツ性がテンサー積で不変であることの一般化である。４．弱いレフシェッツ性を持たないゴレ

ンスタイン環の例を与えた。 
 
研究成果の概要（英文）：The Lefschetz properties are basic and important properties for 
Artinian graded algebras. In this research, we studied the Lefschetz properties and 
generic initial ideals of complete intersections. As a result, we obtained the following. 
1. We gave a sharp upper bound on the Betti numbers of Artinian algebras with the k-Lefsctez 
property and a fixed Hilbert function. 2. We found generic initial ideals of some complete 
intersections in four variables. 3. The tensor product of strongest Jordan decompositions 
is again strongest. This is a generalization of the fact which states that the strong 
Lefschetz property is preserved by tensor product. 4. We gave some examples of Gorenstein 
algebras not having the weak Lefschetz property.  
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１．研究開始当初の背景 
 
 強いレフシェッツ性と弱いレフシェッツ

性は、ゴレンスタイン環に対して、期待され
る自然な性質であり、また組合せ論と表現論
の様々な問題と深く関連している。レフシェ
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ッツ性をもつアルティン次数付環の数値的
不変量（とくにヒルベルト関数やベッチ数
列）は最近よく研究されており、それ故に、
どのような環がこれらの性質をもつか？と
いう問題は興味あるものである。これらの性
質をもつゴレンスタイン環は、これまでも国
内外の多くの人達により、広範囲において研
究されている（Boij、Geramita、Iarrobino、
池田ひでみ、Migliore、Nagel、Shin、Zanello、
渡辺純三 他）。 
３０年ほど前に Stanleyと渡辺純三により、

独立に異なる手法で「単項式で構成される完
全交叉は強いレフシェッツ性をもつ」ことが
証明された。しかし、その後、一般の完全交
叉に対しても同じ結果が期待されていたが、
この問題は未解決のままであった。ところが
2003 年に、研究代表者である張間は、
Migliore、Nagel、渡辺純三との共著論文に
おいて、ベクトル束に関する Grauert と
Mulich の結果を使って、「余次元 3 の完全交
叉環は弱レフシェッツ性をもつ」ことを証明
した。この結果は、これまで３０年間、進展
が見られなかった完全交叉のレフシェッツ
性問題に対して、非常に重要な意味をもち、
その後、この論文の引用件数も多い。この結
果は、「完全交叉は強いレフシェッツ性をも
つ」という予想の肯定的解決に向けての大き
なステップである。しかしながら否定的解決
であっても、すなわち、レフシェッツ性を持
たない高次元の完全交叉が存在したとして
も、これもまた、完全交叉の新しい分類研究
に関する対象のクラスとして大変興味深い
ものになるであろう。 

次数付環のレフシェッツ性問題を考える
ことの重要性は、日本の研究者にはあまり関
心がもたれていないようにも見えるが、年々
着実に世界に広がっている。レフシェッツ性
問題は、今後ますます可換代数の研究におい
て重要なテーマの一つになるであろう。 
 
２．研究の目的 
 

研究代表者は、本研究課題に関してこれま
で次の研究を行っている。 
・２００６～２００７年度、基盤研究（C）、
研究課題番号１８５４０００３、研究課題名
「完全交叉のレフシェッツ問題に関する研
究」 
この研究では、強いレフシェッツ性を持つ判
定方法として,中心的単純加群なる概念を導
入し,それを使った新しい手法の開発により、
強いレフシェッツ性をもつ完全交叉の様々
な例を構成するなど、一定の成果を得ること
ができた。引き続き、完全交叉のレフシェッ
ツ性問題とその応用に関する研究を、同じ研
究分担者の協力の下で行う。 

本研究の目的は、次の２つの問題について

考察し、解決することである。 
 

問題１ 完全交叉は強レフシェッツ性をもつ
か？ 
 
問題２ 完全交叉イデアルのジェネリックイ
ニシャルイデアルを決定せよ。 
 
(1) 最近、渡辺純三氏との共同研究において、

ゴレンスタイン環のレフシェッツ性問題
に関する中心単純加群の理論を構築する
ことができ、問題１の解決に向けて大き
く前進した。本研究では、この中心単純
加群の理論をさらに発展させ、問題１の
解決を目指すことである。まず、対称群
の作用で不変なゴレンスタイン環は強い
レフシェッツ性をもつかどうかについて
考察する。 
 

(2) 問題２に関しては、和地輝仁氏との共同
研究において、k 階レフシェッツ性なる
概念を導入し、完全交叉のジェネリック
イニシャルイデアルを決める問題への一
つの方向性を示すことができた。今後は、
さらにこの手法を発展させ、様々な完全
交叉のクラスに対して、そのジェネリッ
クイニシャルイデアルを決定したい。ま
ず、単項式で生成される完全交叉イデア
ルのジェネリックイニシャルイデアルに
ついて考察する。 
 

(3) さらに、完全交叉のレフシェッツ性問題
の応用を探る。 

 
３．研究の方法 
 
 完全交叉のジェネリックイニシャルイデ
アルの解明と次数付環のクラスにおいて定
義されるレフシェッツ性の一般化に焦点を
当てて研究を進めた。とくに、単項式で定義
される完全交叉のジェネリックイニシャル
イデアルの解明とアルティン局所環のレフ
シェッツ性の一般化（一次式で定まる最強の
ジョルダン標準形を決める問題）を中心に研
究を進めた。    
 
(1) 研究分担者のメンバーと適宜セミナーと

研究打合せを行い議論し理論を進展させ
た。完全交叉のジェネリックイニシャル
イデアルの決定問題については、研究分
担者の和地と研究打合せを密に行った。
アルティン局所環のレフシェッツ性の一
般化問題については、研究分担者の渡辺
と研究打合せを密に行った。また２０１
０年度は研究分担者に五十川を招き、局
所環の Rees元に関する話題と sl2の表現
の基礎理論に関して様々な貴重な助言を



いただいた。 
 

(2) ２００９年度からは、研究分担者と森田
英章（室蘭工業大学）、前野俊昭（京都大
学）、沼田泰英（東京大学）の協力の下で、
これまでの研究成果の集大成として本の
執筆を始めた。 
 

(3) 研究期間中、できる限りいろいろな研究
集会に積極的に参加し情報収集を行った。
また、２００９年１月２７日から１月２
９日にかけて、例年行われている可換環
論セミナー（２１回目）を居相真一郎氏
（北海道教育大学札幌校）とともに釧路
市生涯学習センター（北海道釧路市）に
おいて主催した。若手研究者・大学院生
を中心に合計１８の興味深い講演と活発
な議論が行われた。参加者は約４０名で
あった。研究分担者の渡辺も「Heese 形
式と SLP」と題して講演を行った。 

 
４．研究成果 
 
 研究分担者・研究協力者の協力の下で、完
全交叉のレフシェッツ性問題とその応用、さ
らに完全交叉のジェネリックイニシャルイ
デアルに関する研究を行い、一定の成果を得
ることができた。 
 
(1)アルティン次数付環（アルティン次数付

イデアル）のクラスにｋ階レフシェッツ
性なる概念を導入し、それらの性質をも
つアルティン次数付環のヒルベルト関数
を特徴付け、次数付ベッチ数の上限をそ
のヒルベルト関数の言葉を用いて記述し
た。この結果は、和地輝仁との共著論文
③で発表した。また、ゴレンスタイン環
のレフシェッツ性問題に関する中心単純
加群の理論を含め、この結果は、代数学
シンポジウムで紹介した。 

 
(2)第２１回可換環論セミナーで渡辺が

「Heese 形式と SLP」と題して講演を行っ
た。１９世紀後半に書かれた，Paul Gordan
と Max Noether による Hessian に関する
論文[Mathematische Annalen 10]を現代
的立場から解釈することが，SLP の解明に
密接に関連していることが次第に明らか
になってきた．すくなくともゴレンスタ
イン環の SLP の第一条件に関して，それ
に対応する斉次多項式の Hessian が恒等
的に消えるか否かに関わる渡辺氏の結果
は，完全交叉のレフシェッツ性問題への
解決の糸口になるであろう．この結果は、
論文④で発表された。 

 
(3)ｋ階レフシェッツ性をもつイデアルの

（逆辞書式順序による）ジェネリックイ
ニシャルイデアルについて考察し、その
結果、4つの単項式からなるある完全交叉
のジェネリックイニシャルイデアルは、
同じヒルベルト関数をもつ reverse 
lexsegment イデアルであることを示し
た。この結果は、和地輝仁との共著論文
①で発表した。また、日本数学会で紹介
した。ｋ階レフシェッツ性は持つが(k+1)
階レフシェッツ性は持たないイデアルの
分類は、そのジェネリックイニシャルイ
デアルを求める一つの方法である。 

 
(4) 渡辺純三氏の論文「m-full ideals」のア

イデアを用いて、アルティン局所環にお
いて、レフシェッツ元の一般化であるリ
ース元の概念を導入した。強いリース元
は、最強のジョルダン標準形をもつ一般
的な一次式として与えられる。また、強
いリース元は、テンサー積で不変である
こと（これは、強いレフシェッツ性がテ
ンサー積で不変であることの一般化にな
っている）、さらにリース元のベキは、ど
んな元のベキよりも最強のジョルダン標
準形をもつなどリース元の興味深い性質
をいくつか示した。レフシェッツ元は、
レフシェッツ性をもつ環においてのみ定
義されたが、リース元は、一般の環で定
義される概念である。今後、リース元が、
アルティン局所環の研究において有用な
道具になることを期待している。 
 

(5) レベル環とその標準加群のイデアル化に
より構成されるアルティンゴレンスタイ
ン環に対して，その最強ジョルダン分解
について考察した。その結果、単純な
unimodalヒルベルト関数をもつアルティ
ンゴレンスタイン環で、弱いレフシェッ
ツ性を持たない例を組織的に構成する方
法を見つけた。同時に、この構成方法で
得られる unimodal でないゴレンスタイ
ン環に対しても、その最強ジョルダン分
解を求めることができた。上記(4)とこの
成果については、渡辺純三氏との共著論
文を準備中である。今後の課題は、弱い
レフシェッツ性をもつが強いレフシェッ
ツ性を持たないゴレンスタイン環の構成
方法を見つけることである。 

 
(6) 完全交叉のレフシェッツ性問題に関す

るこれまで５年間の研究成果をもとにし
て，渡辺、和地、森田、前野、沼田とと
もに、大学院生や若い研究者向けの本を
執筆している。23 年度中に完成させホー
ムページで公開するとともに、専門誌へ
投稿する予定である。 
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