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研究成果の概要（和文）： 

 

（１）ガロア理論の同値性。 

  一般微分ガロア理論には、Malgrange 理論（2001）と研究代表者によるもの(1996)があ

る。 前者は幾何学的であり、後者は代数的である。代数的にジェット空間のなす Lie groupoid 

を構成することにいより、 両者が同値の理論であることを示した。 

 

（２）差分ガロア理論の提唱とその力学系への応用。 

  差分方程式の一般ガロア理論を構成した。それを閉リーマン面上の離散力学系に応用して、 

閉リーマン面上の力学系でガロア群が有限次元であるものを決定した。 それらの力学系のガ

ロア群は可解であるので、閉リーマン面上の離散力学系で可積分なものを決定したと言っても

よい。 

 

（３）ガロア理論の量子化。 

  研究代表者の学生であった F. Heiderichは我々の一般ガロア理論が微分方程式や差分方程

式のみならず、一般の Hopf 代数の作用に関する関数方程式にまで拡張できることを発見した。

この理論を具体的に意味付ける研究を開始し、成果を上げ始めている。 

 
 
研究成果の概要（英文）： 
 
(1) Equivalence of  Galois theories.  

We had two general differential Galois theories: (a) Malgrange’s theory proposed in  
2001 and (b) ours in 1996. The first is geometric and the second is algebraic. We 
proved that these two theories are equivalent by algebraic construction of the jet 
space and thus Lie groupoid of automorphisms.  
 

(2) Construction of general Galois theory for difference equations and its applications 
to dynamical systems.  

   We succeeded in constructing general difference Galois theory for difference          
equations.  An elegant application of the theory is discrete dynamical systems on 
compact Riemann surfaces. In fact, we can determine all the discrete dynamical 
systems on compact Riemann surfaces that have finite dimensional Galois groups. 
Since the Galois group of these systems are solvable, we may say we have determined 
all the integrable discrete dynamical systems on compact Riemann surfaces,. 
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(3) Quantization of differential Galois theory     
Our student F.Heiderich discovered that we can generalize our Galois theory 
beyond difference and differenctial framework. He suggests that we can establish a 
similar theory for functuinal equations with respect to operators, The most 
fascinating feature of this view point is we may quantizeGalois theory. We started a 
irst research in this directions exploiting examples.     
 

 

交付決定額 

                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

2008 年度 600,000 180,000 780,000 

2009 年度 500,000 150,000 650,000 

2010 年度 500,000 150,000 650,000 

2011 年度 500,000 150,000 650,000 

2012 年度 500,000 150,000 650,000 

総 計 2,600,000 780,000 3,380,000 

 
 

研究分野：数物系科学 

科研費の分科・細目：数学•代数学 

キーワード：代数学、解析学、関数方程式、幾何学 

 
１． 研究開始当初の背景  

 

 微分方程式についてのガロア理論を成
するのは、１９世紀にさかのぼる懸案で
あった。既に Galois はその可能性を予
期していた。具体的に、それを実現しよ
うと考えたのは S.Lie である。 

  

 微分方程式のガロア理論は一般に無
限次元の理論であって、有限次元の Lie 

群、論、Lie 監論さえ存在しなかった当
時には、大変困難な問題であった。 

  

 1890 年代になると Picard は線形常微
分方程式のガロア理論を提出した。これ
は、問題解決への重要な第一歩であった
が、有限次元の理論であった。 

 

 １９世紀の終に Drach は初めて一般
の、したがって無限次元の理論を提出し
た。しか、この理論は、不完全であった。
この Drach の理論を完全にするのに、
Vessiot は一生を捧げた。 

 

 この分野は 20 正規の初頭まで盛んに
研究されたが、問題が困難なこともあっ
て、その後研究されなくなり、ついには
放棄されてしまった。 

 

 1996 年に研究代表者が発表した論文
で、この分野は再び研究者の注目をあび
るようになってきていた。我々の仕事に

刺激され、Malgrange は彼の長年の微分
方程式の研究に基づき独自の理論を、
2001 年に提出した。 

 

 

 

２．研究の目的 

我々の理論は微分拡大体に無限次元の代数
群を対応させる理論であり、Malgrange の
理論は多様体上の葉層に Lie 擬群を対応さ
せる理論である。Malgrange は Elie Cartan

の幾何学を念頭に置いている。 

 

 Vessiot と E.Cartan は同時代のパリで活
躍し、研究の主題も近かったが研究上の交流
はなかった。 我々の理論とこれらの理論を
結びつける。Casale の第６Painleve 方程式
の結果を我々の枠組みの中で理解する。
Picard 解は非古典的であるがガロア群は有
限次元になる。このような現象は一般ガロア
理論を用いてのみ観測でしる。 

 

 従来の力学系の可積分性についての理論
は、その線形化に Picard-Vessiot 理論を応用
することによってなされてきた。無限次元微
分ガロア理論を力学系の可積分性の問題に、
直接使う。一方、代数微分方程式論のもっと
も重要な応用である、Manin による代数関数
体上の Mordellc 予想の証明が示すように、
代数微分方程式論は算術的不定方程式論と
深く関わっている。差分方程式のガロア理論
を完成し、離散力学系の算術的側面を研究す



る。 

 

 

３．研究の方法 

 
 本研究は多岐にわたって、様々な分野とか
かわっている。 具体的には、 

 
(a)代数学の諸分野、代数幾何学、微分代数
学。 
(b)可積分系の理論、古典力学系、 
(c)離散力学系、ソリトン方程式論。 
(d)力学系の算術的研究。 
(e)古典に残されたアイディアの追求。 
 
  これらに関して、フランス、ポーランド、
カナダ、アメリカ、スペイン，日本での研究
集会に招待され講演を行った。また、その場
で世界各国の研究者と議論をした。 
   筑波大学の Hopf ガロア理論の専門家を訪
問して議論をした。神戸大学の野海正俊教授
を訪問し超幾何微分方程式の量子化につい
て討論した。 
 
   名古屋大学で毎週「代数幾何学・微分方
程式」のセミナーを開催した。そこで取り上
げた主題は、離散化された Burgersm 方程式、
特殊化におけるガロア群の振る舞い、ガロア
理論の量子化の試み、量子群、ガロア理論か
ら見たソリトン方程式論等であった。 
 
 
４．研究成果 
 
  Malgrange の微分ガロア理論と我々の微
分ガロア理論との同値性を、ジェット空間を
代数的に構成することによって証明した。 
 
   さらに一般差分ガロア理論を提唱した。
その具体的な応用として、閉リーマン面上の
離散力学系でガロア群が有限次元のものを
分類した。これらの力学系のガロア群は可解
でもあるので、可解なガロア群をもつリーマ
ン面上の離散力学系を決定したということ
もできる。別の言い方をすれば、リーマン面
上の離散力学系で可積分なものを決定した
ことになる。 
 
  力学系の算術的研究では、可積分系の例で
ある Burgers 方程式を研究した。即ち、２個
の元からなる有限体上で Burgers 方程式を考
えると、きれいなパターンを作り出すことを
発見した。 
 
   ２００８年に研究代表者の学生であった
F.Heiderich は線形微分方程式、線形差分方
程式のガロア理論（Picard-Vessiot 理論）を

統一的に扱う Hopf ガロア理論のアイディア
が、非線形方程式にも応用できることを発見
した。この発見は重要であって、ガロア理論
の量子化を示唆している。この点について二
つの方向の研究をした。 
一つは可換環に作用する作用素が強い非可
換性を持つば合である。もう一つは非可換環
上の線形方程式である。これらの試みは現在
進行中である。  
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