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研究成果の概要（和文）：多項式環の被約単項式イデアルである Stanley-Reisner イデアルの

べきについて研究した。その結果、その３乗以上のあるべき乗が Cohen-Macaulay 性をもつなら

ば、任意のべき乗も Cohen-Macaulay 性をもつことがわかった。また、そのとき、もとのイデア

ルは完全交差となる。このことは Cowsik-Nori の定理に対して単項式イデアルの場合に精密化

を与えていることになる。 

 

研究成果の概要（英文）：We studied Stanly-Reisner ideals, which are squarefree monomial 
ideals in polynomial rings. As a result we have proved that any powers are 
Cohen-Macaulay if a certain m-th power of a Stanley-Reisner ideal is Cohen-Macaulay, 
where m is more than two. In this case the original ideal is a complete intersection. This is 
a refinement of the Cowsik-Nori theorem in the case of monomial ideals. 
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１．研究開始当初の背景 

 
 

平 成 17 年 度 以 前 の 研 究 に お い て 、

Stanley-Reisner 環の次元を d とするとき、そ

の Stanley-Reisner イデアルの全ての生成元

の次数が d 以下でありその Stanley-Reisner

環の重複度が 2d-1 以下ならば、その正則度

は d 以下であることを示した。それを受けて

平成 18 年度には Stanley-Reisner イデアルの

第 1 シジジー加群の全ての生成元の次数が

d+1 以 下 で あ る と す る と き 、 そ の

Stanley-Reisner 環の重複度が 3d-2 以下なら

ば、その正則度は d以下であることを示した。

それから一般に Stanley-Reisner イデアル
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の第 pシジジー加群の全ての生成元の次数が

d+p 以 下 で あ る と す る と き 、 そ の

Stanley-Reisner 環の重複度が(p+2)d-(p+1)

以下ならば、その正則度は d 以下であること

が予想される。平成 19 年度は、この予想に

対して、Stanley-Reisner 環の次元 d が 2、3

のときにそれが成立することを示した。 

 
２．研究の目的 

被約単項式イデアルである Stanley-Reisner

イデアル及び、多項式環を Stanley-Reisner

イデアルで割った環である Stanley-Reisner

環 は 可 換 環 論 的 観 点 の み な ら ず

Stanley-Reisner 環から定まる単体的複体を

通して組合せ論、トポロジーとも深く関係し

ており、とても興味深い研究対象である。本

研 究 は Stanley-Reisner イ デ ア ル 及 び

Stanley-Reisner 環の極小自由分解に現われ

る様々な不変量相互の関係を探ることを目

的とする。具体的には Stanley-Reisner 環の

重 複 度 と 射 影 次 元 の 関 係 、 特 に

Cohen-Macaulay性と重複度の関係、および、

Stanley-Reisner イ デ ア ル の

Castelnuovo-Mumford 正則数と重複度の関

係さらに Stanley-Reisner イデアルの射影次

元と算術階数の関係に焦点をあてて研究す

る。あわせて その結果の数え上げ組合せ論、

凸多面体論への応用を探ること、特に、凸多

面体論における下限定理の拡張を目的にし

ている。 

 
 
３．研究の方法 
 

Stanley-Reisner イデアルの極小自由分解

についてその可換環論的、組合せ論的性質を

考 察 す る た め に 、 ま ず 具 体 的 な

Stanley-Reisner イデアルについて、組織的

に不変量の計算を行いデータを収集した。そ

れらのデータから帰納的に組合せ論的法則、

代数的メカニズムを推測し証明しようと試

みた。また、一般の次数つき環と相違に注意

をはらいつつ、それらにも共通する性質をグ

レーブナー基底の理論を用いて導出しよう

とした。また、より抽象的にホモロジカルな

性質を圏論的に考えた。 

以上のように、組合せ論的観点、位相幾何

学的観点、純可換環論的観点、圏論的観点の

それぞれの長所をとりいれ、研究代表者、研

究分担者の間で緊密な連絡をとりながら総

合的に研究していった。 
 
 
４．研究成果 
 

（１）平成２０年度は次数2の元で生成され

るStanley-Reisnerイデアルであるエッジイ

デアルに焦点を当てて研究した。純なエッジ

イデアルの高さは不定元の個数の半分以上

であることが知られているので、エッジイデ

アルの高さが丁度、不定元の個数の半分であ

るときについてそのエッジイデアルの構造

を詳しく調べた。まず、このとき、対応する

単体的複体が強連結であることとStanley-R

eisner 環がCohen-Macaulayであることは

同値であることを示した。これは、2部グラ

フのエッジイデアルに関して同様のことを

示したHerzog-Hibiの結果の一般化となって

いる。さらに、これが、殻化可能と言う条件

とも同値であることも示した。これは、2部

グラフのエッジイデアルに関して同様のこ

とを示したVillarrealの結果の一般化となっ

ている。また、標準加群の生成元の個数であ

るCohen-Macaulay型を与える組合せ論的表

示も得た。また、このとき、そのエッジイデ

アルが完全交叉でないならば、そのエッジイ



 

 

デアルの2乗以上の冪はCohen-Macaulayと

はならないことを示した。このことを用いて

、エッジイデアルの場合におけるCowsik-No

riの定理の精密化を与えた。すなわち、エッ

ジイデアルの高さ以上のある数に対して、エ

ッジイデアルのその冪乗がCohen-Macaulay

環を与えるならば、そのエッジイデアルは完

全交叉であることを示した。 

 

（２）平成２１年度も次数2の元で生成される

Stanley-Reisnerイデアルであるエッジイデ

アルに焦点を当てて研究した。平成２０年度

はエッジイデアルの高さが丁度、不定元の個

数の半分であるときについて調べたのである

が平成２１年度は一般のエッジイデアルにつ

いて平成２０年度の結果が拡張でるかどうか

を調べた。５角形のエッジイデアルは完全交

叉でないがその２乗はCohen-Macaulayとな

るので、エッジイデアルの高さが丁度、不定

元の個数の半分であるときには成立する、エ

ッジイデアルが完全交叉でないならば、その

エッジイデアルの2乗以上の冪はCohen-Mac

aulayとはならないという結果はそのままの

形では成り立たない。しかし、一般のエッジ

イデアルに対して、エッジイデアルが完全交

叉でないならば、そのエッジイデアルの３乗

以上の冪はCohen-Macaulayとはならないと

いうことを示した。これは、エッジイデアル

の場合におけるCowsik-Noriの定理の精密化

である。また、形式べきに関しても、エッジ

イデアルのすべての形式べきがCohen-Maca

ulayとなる必要十分条件はグラフが完全グラ

フの非連結和であることを示した。また、グ

ラフが完全グラフの非連結和でないならば、

そのエッジイデアルの３乗以上の形式べきは

Cohen-Macaulayとはならないということも

示した。 

 

（３）平成２１年度はエッジイデアルに対し

て、それが完全交叉でないならば、そのエッ

ジイデアルの３乗以上の冪はCohen-Macaul

ayとはならないということを示した。また、

グラフが完全グラフの非連結和でないならば

、そのエッジイデアルの３乗以上の形式べき

はCohen-Macaulayとはならないということ

も示した。平成２２年度の研究目標はこれら

の結果をStanley-Reisnerイデアルに拡張す

ることであった。Trung 教授との共同研究の

結果次の結果を得た。Stanley-Reisnerイデア

ルが完全交叉でないならば、そのStanley-Rei

snerイデアルの３乗以上の冪はCohen-Maca

ulayとはならない。これは、Stanley-Reisner

イデアルの場合におけるCowsik-Noriの定理

の精密化である。また、単体的複体がマトロ

イドでないならば、そのStanley-Reisnerイデ

アルの３乗以上の形式べきはCohen-Macaul

ayとはならないということも示した。さらに

単体的複体が頂点の分離されているマトロイ

ドの結びでないならば、そのStanley-Reisner

イデアルの３乗以上の形式べきは等次元局所

Cohen-Macaulayとはならないということも

示した。 
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