
 

様式 C-19 

科学研究費補助金研究成果報告書 

 

平成 23 年 4月 20 日現在 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）： 
  代数幾何学の，特に極小モデル理論に現れる特異点を正標数の手法を用いて解析した．具体

的には，1. F-threshold の概念を用いて特異点のイデアルの重複度に関する不等式の予想し，

いくつかの場合にそれを証明した．2. 正規射影多様体から与えられた a 不変量を持つ 

Gorenstein 次数付き環が豊富にできることを示した．3. 多重次数付き環からできる環を研究

し，有理特異点となるための条件を与え，因子群に関する新しい例を構成した． 
 
研究成果の概要（英文）： 
   We investigated the property of singularities appearing in the minimal model theory 
in algebraic geometry. Specifically, we got the following results. 1. We introduced the 
notion of F-thresholds of pair of ideals and got a conjecture concerning F-threshold and 
multiplicity of ideals. We proved the conjecture in some important cases. 2. We gave a 
procedure to construct (quasi) Gorenstein graded rings with given a-invariant from normal 
projective varieties. 3. We investigated diagonal subalgebras of multi-graded rings and 
gave a criterion for such rings to be rational singularity. We also gave a new  example 
concerning theory of divisor class groups.  
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１．研究開始当初の背景 
標数 0 の体上の代数幾何学に現れる様々

の特異点のうち，有理特異点，対数的端末
(log terminal) 特異点などの重要な特異点
の族に対して，正標数の手法を用いた手法で
特徴付けが得られることが，渡辺や原伸生な

どの研究によってわかっていた．また，原伸
生，吉田健一，高木俊輔は密着閉包の一般化
を 定 義 す る 事 に よ り ， 乗 数 イ デ ア ル 
(multiplier ideal) の概念を一般化された
密着閉包で記述できることを示した． 
 これにより，標数 0 の体上の代数幾何学
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の log-canonical (以下 lc と略記) 閾値
が，正標数の手法での F-pure 閾値となるこ
とも示された． 
 De Fernex-Ein-Mustata は lc 閾値による
正則環上の重複度の下限を与えていた． 
 Mustata-高木-渡辺はこの概念を一般化し， 
正標数の環のイデアルの組に対して，F-閾値 
(F-threshold) の概念を創設した．この概念
を導入することにより，上記の重複度の不等
式を一般化，相対化する「重複度予想」が生
まれた． 
 
２．研究の目的 
 
 本研究は正標数の手法を用いて，特異点 
(即ち，その点の局所環)，の性質を調べるこ
とが目的であった．個々の問題としては，次
のようなものである． 
 ・ F-threshold の研究．その整閉包，密
着閉包，重複度，乗数イデアルとの関係． 
 この概念に関しては，特に前述した de 
Gernex-Ein-Mustata の不等式を一般化かつ
相対化した「重複度予想」が研究の中心的課
題であった．    
・ 正標数の手法を用いて定義される

Hilbert-Kunz 重複度の性質や，標数 0 
の代数幾何学の「乗数イデアル」に対
応する「一般化されたテストイデアル」
の研究． 

・ 特異点の大変重要な例である，次数付
き環は射影多様体と分数因子の組で表
せる．特に射影多様体 X を１つ与えた
とき，Proj( R ) =X となる R  をどの
程度自由に作れるか？  

等々の問題を考えた． 
 
３．研究の方法 
 
 数学の研究方法として，研究協力者や，研
究連携者と議論をして，問題点を深く追求し
たり，新しい観点や新しい視点を発見するの
が大変重要である． 
 また，研究課題に挙げられている問題に対
する最新の情報を得るために，いろいろな研
究集会に参加して，最新の情報を得たり，研
究成果を発表して聴衆の反応から新しい方
向性を追求したりするのも大変重要である． 
 実際，渡辺は 2008 年に Kansas 大学で， 
C.Huneke や連携研究者の高木俊輔と会合を
持ち，F-threshold に関する大変重要な結果
を得ている．また，研究分担者の吉田健一と
渡辺は日本大学や名古屋大学で何回も共同
研究の機会を持っている．その他にも世界各
地の研究集会で，研究成果を発表すると共に
最新の情報を得ている． 
 このように，この研究の費用の大変多くが
旅費に用いられている． 

 また，最新の成果を調べるための図書費に
も研究費が使われた． 
 なお，この研究において，渡辺が主催し，
日本大学で定期的に行われている「特異点論
月曜セミナー」(研究分担者の泊，吉田，連
携研究者の蔵野，高木もメンバーである)が 
本研究に大変重要な役割を果たしたことを
追記しておきたい． 
 
４．研究成果 
 
 主たる研究成果は以下のものである． 
 
・当初に述べた F-threshold の重複度予想
に関して次数付き環の次数付きイデアルに
対し，肯定的な結果が得られた．この結果は
前に Huneke-Mustata-高木-渡辺 [1] によ
り Cohen-Macauley 環に対して成立が示され
ていたが，この条件を外しても成り立つこと
が示された．これによって，予想の元になっ
た「正則」という仮定から全く一般の特異点
に対してでも，次数付きイデアルの任意の組
に対して成立する事が示された． 
 また，標数 0 の代数幾何学で，乗数イデ
アルに関する「跳躍数」という概念があるが， 
F-threshold も「跳躍数」と解釈できる事が
示された．これにより，「重複度予想」がイ
デアルの「core 」の概念に関する別の予想 
「巴系イデアル J が core(I) を含めば I 
の重複度は J の重複度以上である」に帰着
さ れ る 事 が わ か っ た ． ([7]; 以 上 は 
C.Huneke と高木俊輔との共同研究．) 
 
・正標数の局所環において，巴系イデアル J 
の整閉包が「一般化された密着閉包」で記述
っできることが示された．これにより， 
「局所環 (A,m) において，m の s 乗に含ま
れる巴系イデアル 」に対し，J : m^s は J 上
整である」という定理が大幅に改善された 
(吉田健一との共同研究；投稿中)． 
 
・多重次数付き環の対角部分代数が F-有理 
となるための条件を与え，局所コホモォジー
の計算をある種の条件を満たす新しい射影
多様体の構成に応用した(共同研究者の蔵野
和彦，A. Singh, 佐藤栄一との共同研究)． 
 
・吉田は高木との共同研究で，一般化された
テストイデアルの局所化との可換性などを
研究し、形式的べきの評価に応用することに
成功した。また、Mustata との共同研究によ
り、テストイデアルと乗数イデアルの性質の
違いを明らかにした。また、松田らと二項式
で定義された超平面の Ｆ-threshold を 
計算した。この結果は F-thresholds の値を
決定する際の指標を与えている。 
 



 

 

・渡辺は，与えられた正規射影多様体 X に
対 し て ， Proj( R )=X と な る ． quasi 
Gorenstein 正規環を構成し，また，X の中
間のコホモロジー群が 0 であるとき，R を 
Gorenstein 環で取れることを示した． 
 また，与えられた a 不変量をもつ 2 次元
の正規次数付き環の分類を a が 8 以下の場
合に行った．これらの結果は投稿準備中であ
る． 
 
・ 泊は単純 K3 特異点の新しい例を構成し，
ある種の条件の下で，その特異点の特徴付け
を与えた． 
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