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研究成果の概要（和文）：研究代表者・藤井は、アルティン群というブレイド群を一般化した離

散群に対して、いくつかの研究成果を得た。まず、アルティン群に自然に含まれているアルテ

ィン・モノイドについては、その測地的オートマティック構造（群やモノイドのケーリー・グ

ラフの様子を把握できるもの）の構築を具体的に行い、アルティン・モノイドの増大関数の有

理関数表示を得た。また、藤井は、アルティン群について、「その元をもっとも短い代表元で表

すことができるか」という問題に取り組み、元がもっとも短い代表元であるための必要条件を

得ることに成功した。 
 
研究成果の概要（英文）：The head investigator Fujii obtained several results that concerns 
Artin groups. First, for each Artin monoid, Fujii concretely constructed its geodesic 
automatic structure and obtained a rational function expression of its growth function. 
Next, Fujii considers representatives of each elements of Artin groups in terms of its 
standard generator system and gave a necessary condition such that representatives are 
shortest with respect to the generator system. 
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１． 研究開始当初の背景 
 
多様体 M に対して、その基本群からリー群 
PSL(2,C) への表現のなす空間は Thurston 
を始めとして、様々な研究者によっていろい
ろな角度から研究されていた。また、この設
定を一般化して、離散群 Γ に対して、その
幾何を適切に反映させるリー群 G を選んで、
Γから G への表現のなす空間の研究も盛ん

であった。 
 
（１） 多様体 M が双曲錐構造を持つとき、

その双曲錐構造の変形空間を考える。
この場合、特に局所的変形に関して
は Hodgson-Kerckhoff  によって、
解析的手法を用いてかなり詳しく解
析されていた。多様体がコンパクト
な場合は従来からのHodge理論が適
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応できるが、双曲錐構造の場合は非
コンパクトになるので、双曲錐多様
体のエンドでコホモロジーの解析が
必要となる。関数解析の手法を用い
て、Hodgson-Kerckhoff  がその解
析を行っていた。また、小島定吉氏
によって、錐角が１８０度以下の場
合に大域的な情報（双曲錐構造の剛
性など）が得られていた。研究代表
者・藤井は、Hodgson-Kerckhoff に
よる解析をさらに展開させて、局所
変形の解析に必要な調和ベクトル場
の具体的表示を得ていた。この表示
を基に、より詳細に局所変形を解析
することによって、小島の条件（１
８０度以下）を緩めることができる
かどうかを研究することが重要だと
思われていた。 
 

（２） ３次元球面内の双曲結び目の変形空
間に関しては、それを代数多様体と
して捉えることによって、数論とト
ポロジーの間の類似物を発見しよう
とする試みが森下昌紀氏などによっ
て行われていた。藤井は、８の字結
び目の場合に、変形空間が楕円曲線
になることに注目して、変形空間上
の有理点と双曲構造が退化して他の
幾何構造になる点との対応を発見し
ていた。一般の双曲結び目の場合に
は種数が２以上になるが、その場合
でも変形空間の有理点と幾何構造と
の対応があるかどうかを研究する必
要性があった。 

 
（３） 双曲群に限らない、より一般の離散

群の変形空間に関しては、齋藤恭司
氏によって、有限部分グラフからな
るホップ代数を用いて、その変形空
間上の保形関数に構成の試みが行わ
れていた。まずは保形関数のひな形
の増大関数の情報を集める必要性が
あった。そもそも具体的に離散群の
増大関数の計算自体もあまり行われ
ていない状況であった。 
 

２． 研究の目的 
 
多様体 M に対して、M 上の双曲構造の変形
空間 D を次の３つの異なる角度から研究す
ることを目的とした。 
 
（１） トポロジー的側面から D の構造を明

らかにする。 
（２） 数論的側面から D の構造を明らかに

する。 
（３） 幾何学的群論の側面から D の構造を

明らかにする。 
 

上記（３）については双曲群の変形のみなら
ず、幾何学的に重要な離散群の変形まで設定
を拡張して、変形空間の構造を明らかにする
ことを目的とした。 
 
３． 研究の方法 
 
（１） 双曲構造の変形理論の中では特殊で

あるが重要な双曲錐多様体の変形を
微分方程式論や代数解析学の手法を
用いて、双曲構造の変形空間 D の構
造の解明を行った。具体的には、双
曲錐構造の局所変形の解析に必要な
調和ベクトル場の具体的表示を用い
て、大域的な変形のための障害に関
する問題に取り組んだ。 

（２） 双曲幾何やコホモロジーの手法を用
いて、双曲構造の変形空間 D の構造
の解明に取り組んだ。 

（３） 双曲結び目の場合に限定して、その
上の双曲構造の変形空間 D を代数
多様体としてみて、数論とトポロジ
ーの間に成り立つ類似に着目して、D
の構造の解明を行った。一般に変形
空間 D は種数２以上となるので、そ
のヤコビ多様体の構成を行った。 

（４） 離散群のモジュラー函数の雛形であ
る増大関数に着目して、離散群の変
形空間の構造の解明を行った。まず
は、幾何学的に重要な離散群の増大
関数の計算を具体的に行った。 

（５） 特にアルティン群に関する場合に、
その測地的オートマティック構造の
構成に取り組み、構成に必要なコン
ピューターによるプログラムを開発
した。さらに増大関数の有理関数表
示における分母の多項式の組み合わ
せ論的観点からの解析を行った。 

 
４． 研究成果 
 
研究代表者・藤井は、主として上記目的の項
目（３）に関して研究成果を得た。特にアル
ティン群というブレイド群を一般化した離
散群に関して下記のように、いくつかの研究
成果を得た。 
 
（１） 研究代表者・藤井は、連携研究者・

斎藤および淵脇氏と共同で、アルテ
ィン群に自然に包含されているアル
ティン・モノイドに対して、測地的
オートマティック構造を具体的に構
成することに成功した。特にコンピ
ューターを用いて、そのようなオー
トマトンを構成できるコンピュータ



ー・プログラムを開発した。さらに、
具体的に測地的オートマトンを構成
することによって、アルティン・モ
ノイドの増大関数の有理関数表示を
得ることにも成功した。 

（２） 研究代表者・藤井は連携研究者・斎
藤および淵脇氏と共同で、アルティ
ン群に対しても増大関数の各係数を
計算できるプログラムを開発し、実
際にいくつかの係数の計算に成功し
た。今後の展望としては、プログラ
ムの開発をさらに進めて、より短時
間で計算が行えるようにしていきた
い。 

（３） 研究代表者・藤井は佐藤隆夫氏と共
同で、Mairesse-Matheus が開発した
二面体群のケースをさらに拡張する
ことに成功した。具体的に述べると、
アルティン群の中でもっとも単純な
ケースとして二面体群があるが、そ
の場合に Mairesse-Matheus は、測地
的代表元であるための必要かつ十分
な条件を与え、測地的オートマティ
ック構造を構成し、増大関数の有理
関数表示を得た。そこで、藤井と佐
藤は一般のアルティン群の場合に
Mairesse-Matheus の与えた必要条件
が自然に拡張できることを証明した。
証明には fundamental elements の
基本的性質を用いた。今後は、アル
ティン群のタイプごとに、測地的元
であるための十分条件を記述できる
かどうかに挑戦することが意義深い
と思う。まずは、アルティン群の中
でも低次元幾何学に応用範囲の大き
いブレイド群の場合に、その十分条
件を求めていくことが望まれる。そ
の十分条件を基にして、測地的オー
トマティック構造を構築して、それ
を記述するコンピューター・プログ
ラムを開発し、増大関数の有理関数
表示を求めることができると、幾何
学的群論の分野において、インパク
トは大きいと思われる。 

（４） 研究代表者・藤井は佐藤隆夫氏と共
同で、ピュア・アルティン群（ピュ
ア・ブレイド群の一般化）に関して、
その測地的代表元に関して、基本的
性質をいくつか求めることに成功し
た。 
○1 ピュア・アルティン群に対して、
fundamental blocks という概念を導
入した。これは、アルティン群の場
合の square-free elements に対応
するものである。 
○2 二面体群に対応するピュア・ア   
ルティン群の場合には、その測地的

代表元であるための必要十分条件の
記述を与えることに成功した。 
○3 二面体群の場合のピュア・アルテ
ィン群の場合のモノイドについては、
具体的に測地的オートマティック構
造の構成を行って、その増大関数の
有理関数表示を得ることに成功した。 
○4 今後の展望としては、二面体群の
場合のピュア・アルティン群の測地
的オートマティック構造の具体的構
成を行うことを目指したい。そして、
その増大関数の有理関数表示を求め
ていきたいところである。さらに二
面体群の場合のみならず、一般の場
合のピュア・アルティン群の代表元
の測地的であるための十分条件を求
めていきたい。また、ピュア・アル
ティン群を一般化して、２次元複素
空間内の複素直線の配置空間まで拡
張した形で測地的オートマティック
構造や増大関数の研究を進めるべき
だと思う。特に fundamental blocks 
を用いて、ワード問題の解決などを
研究していくことは意義深いと思う。 

（５） 連携研究者・齋藤は、有限生成な離
散群に対して、その有限部分グラフ
からなるホップ代数の構成および、
その中の無限級数の表示を得た。今
後の展開として、ここでの無限級数
の有理関数表示の分母の多項式の組
み合わせ論的あるいは表現論的意味
づけを行っていくことが望まれる。
また、藤井の行っている離散群の増
大関数の一般化も斎藤の枠組みの中
で展開していきたい。 

（６） 連携研究者・齋藤は、アルティン群
のモノイドの増大関数の有理関数表
示をした時の分母の多項式の零点集
合に関する初期的研究成果を得た。
今後は、零点集合の間のガロア群に
よる作用に関しての考察も望まれる。
また、アルティン群の一般化に対し
て、その増大関数の考察を行ってい
きたい。 

（７） 研究分担者・上は、３次元球面多様
体場合に、Seiberg-Witten 理論から
由来する Fukumoto-Furuta  不変量
と Heegard-Floer ホモロジーに由来
する Ozsvath-Szabo 不変量が一致す
ることを示した。また、３次元球面
多様体を境界とする４次元多様体の
交叉形式に関する制約などへの応用
も得た。 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