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研究成果の概要（和文）：本研究では部分多様体の幾何学の独自の研究方法とリーマン多様体に

おける微分作用素の固有値の研究方法を融合し，良い性質を持つ試験関数を構成でき,完備リー

マン多様体内の有界領域におけるLaplace作用素のDirichlet 固有値問題の固有値に関する最

良普遍不等式及び張り詰められた状態でのプレート問題の固有値に関する優れた普遍不等式を

得た。固有値に関する普遍不等式及び Cheng-Yang の漸化不等式を利用し，Laplace 作用素の

Dirichlet 固有値問題の第 k 番目固有値に対する最良上限を与えた。さらに，独創的且つ斬新

的な研究方法で Polya 予想の完備リーマン多様体版を研究し，Laplace 作用素の Dirichlet 固

有値問題の固有値の下限に関する Li-Yau 型不等式を得た。n 次元 Euclid 空間内の有界領域に

おける張り詰められた状態でのプレート問題の第 k 番目固有値を研究し，Fourier 変換及び領

域の対称減少再配列方法を融合し，Levine-Protter の不等式を改良した。様々な立場から部分

多様体の幾何学構造及び位相構造に関する研究を行い，単位球面内のスカラー曲率が一定のコ

ンパクト超曲面におけるヤコビ作用素の第１固有値を評価し，最適な上限を与えた。さらに，k

次平均曲率が一定でコンパクト埋め込み超曲面を沢山構成した。 

 
研究成果の概要（英文）：In this project, by making use of fusion on the research methods 
in the geometry of submanifolds and the research methods for eigenvalues of the 
differential operators on bounded domains in Riemannian manifolds, we can  construct  
trial functions with good properties such that we obtain a sharp universal inequality 
for eigenvalues of the Dirichlet eigenvalue problem of the Laplacian on bounded domains 
in Riemannian manifolds and a universal inequality for eigenvalues of the clamped plate 
problem. Furthermore, by combining the universal inequality for eigenvalues with the 
recursion formula of Cheng and Yang, we give the upper bounds for the k-th eigenvalue 
of the Dirichlet eigenvalue problem of the Laplacian on bounded domains in Riemannian 
manifolds. It is optimal in the sense of the order of k. By using a new and original method 
replacing the method of the Fourier transform, we obtain a Li-Yau type lower bound for 
eigenvalues of the Dirichlet eigenvalue problem of the Laplacian on bounded domains in 
Riemannian manifolds. About the study on lower bounds for eigenvalues of the clamped plate 
problem on bounded domains in a Euclidean space, we improve the inequality of Levine and 
Protter by using the Fourier transform and the symmetry rearrangement of a domain.  On 
the other hand, w e study structures of curvatures and topological structures of 
submanifolds according to several different view  points. An optimal upper bound for the 
first eigenvalue of Jacobi operator of compact hypersurfaces with constant scalar 
curvature in the unit sphere is given. Many embedded compact hypersurfaces with constant 
k-th mean curvature in the unit sphere are constructed.  
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１．研究開始当初の背景 

部分多様体の幾何学に関する研究及びリー

マン多様体における微分作用素の固有値問

題の固有値に関する研究はともに微分幾何

学の重要な研究課題である。部分多様体の幾

何学構造と位相構造の研究は微分幾何学の

研究において，最も重要な研究分野の１つで

ある。今まで科学研究補助金の援助のもとで，

数多くの論文を発表し，微分幾何学の発展に

大きく寄与したことにある。しかし，数多く

未解決問題が残っているので，それらを深く

追求し，重要な研究成果を得るように努める。

尚，リーマン多様体上の微分作用素の固有値

に関する研究は微分幾何学の重要な研究課

題であるし，それは変分法, 偏微分方程式論, 

音響学, 理論物理学, 量子力学, 固体物理学

など諸分野に多岐に渡って重要な研究課題

になっている。我々は部分多様体の幾何学の

独自の研究方法とリーマン多様体における

微分作用素の固有値の研究方法とを融合し、

リーマン多様体における微分作用素の固有

値理論を発展させ，重要な研究成果を挙げる

ことは研究開始当初の背景である。 

 

２．研究の目的 

部分多様体の幾何学の独自の研究方法とリ

ーマン多様体における微分作用素の固有値

の研究方法とを融合し，リーマン多様体にお

ける微分作用素の固有値理論を発展させる

ことは本研究の主要目的である。そのために

様々な立場から部分多様体の幾何学構造お

よび位相構造の研究を深く追求し，リーマン

多様体における微分作用素の固有値に関す

る研究を行う。 

（１）リーマン多様体内の部分多様体の第２

基本形式から定まる様々なスカラーを研究

する。 

（２）球面内のスカラー曲率が一定の超曲面

は体積を保つ平均曲率汎関数の臨界点であ

るから，我々は球面内のスカラー曲率が一定

な超曲面のヤコビ作用素の固有値に関する

研究及び指数に関する研究を行う。 

（３）熱核を用いて，Weyl は Laplace 作用素

の固有値の漸近式を得て，固有値に関する研

究に対して大きな貢献を与えた。 Polya は

Euclid 空間の有界領域に対し，Weyl の漸近

式が全ての固有値に対して下限であること

を予想した。Li-YauはFourier変換を用いて，



 

 

Polya の予想を部分的に解決した。彼らの結

果は固有値の平均の意味で最適であること

もわかった。完備リーマン多様体の有界領域

に対して，Weyl の漸近式が成り立つが，Polya

の予想のような完備リーマン多様体版をど

のように設定するかは重要な研究課題であ

る。一般的な完備リーマン多様体に対し，

Fourier 変換の道具も存在しないから，

Li-Yau のような研究成果を得るために新し

い研究方法が必要である。部分多様体の幾何

学の独自の研究方法とリーマン多様体にお

ける微分作用素の固有値の研究方法とを融

合し，新しい研究方法を創設し，この研究課

題を研究する。 

（４）Laplace 作用素の Dirichlet 固有値問

題の固有値の最良上限に関する研究は極め

て困難で，重要であるため，Laplace 作用素

の Dirichlet 固有値問題の固有値の最良上限

を研究する。 

（５）リーマン多様体における the clamped 

plate problem の固有値に関する普遍的不等

式を研究する。 

 
３．研究の方法 
本研究で主に利用した研究方法は積分公式，

moving frame 法，Rayleigh-Ritz 不等式，試

験関数，領域の対称減少再配列方法，Fourier

変換法，Cheng-Yang の漸化不等式である。さ

らに，このような方法を巧く融合し，新しい

研究方法を創造することである。  

 
４．研究成果 

本研究では部分多様体の幾何学構造及び位

相構造に関する研究及びリーマン多様体に

おける微分作用素の固有値に関する研究を

行い，次のような研究成果を挙げることを成

功した。 

（１）単位球面内のスカラー曲率が一定のコ

ンパクト超曲面におけるヤコビ作用素の第

１固有値を評価し，最適な上限を与え，第１

固有値がこの上限になるための必要十分条

件はこのコンパクト超曲面が全臍的である

か，または Clifford 超曲面であることを示

した。 

（２）単位球面内の完備超曲面に対して，位

置ベクトルと法ベクトルにより２つの関数

が定義され，この２つの関数を用いて，

Gauss-Kronecker 曲率が一定となる完備超曲

面の特徴付けを与えた。 

（３）Euclid 空間内に平均曲率またはスカラ

ー曲率が一定となるコンパクト埋め込み超

曲面が標準球面しかないことがよく知られ

ている。一方，標準球面と２つの球面のリー

マン積は単位球面内のコンパクト埋め込み

超曲面であるが，それ以外のコンパクト埋め

込み超曲面が存在するかどうは重要な研究

課題である。我々は k 次平均曲率が一定でコ

ンパクト埋め込み超曲面を沢山構成し，この

問題を否定的に解決した。 

（４）n 次元 Euclid 空間内の有界領域又は球

面内の領域における Laplace 作用素の

Dirichlet 固有値問題の固有値に関する最

適 な 普 遍 不 等 式 は そ れ ぞ れ Yang と 

Cheng-Yang により証明された。 完備リーマ

ン多様体の有界領域における Laplace 作用素

の Dirichlet 固有値問題の固有値に関する 

普遍不等式の研究成果はほとんどなかった。

その理由としては試験関数をどのように構

成するかどうかを知らなかった。我々は Nash

の定理を利用し,部分多様体の幾何学の独自

の研究方法とリーマン多様体における微分

作用素の固有値の研究方法を融合し，良い性

質を持つ試験関数を構成できた。これにより

完備リーマン多様体内の有界領域における

Laplace 作用素の Dirichlet 固有値問題の固

有値に関する最良普遍不等式を得た。この普

遍不等式及び Cheng-Yang の漸化不等式を利



 

 

用し，Laplace 作用素の Dirichlet 固有値問

題の第 k番目固有値に対する最良上限を与え

た。 

（５）当該代表者は中国科学院 Yang 教授と

共同で固有値に関する普遍不等式及び

Cheng-Yang の漸化不等式を用いて，独創的且

つ斬新的な研究方法で Polya 予想の完備リー

マン多様体版を研究し，Laplace 作用素の

Dirichlet 固有値問題の固有値の下限に関

する Li-Yau 型不等式を得た。 

（６）新しい試験関数を構成することにより，

双曲空間内の有界領域における Laplace 作用

素の Dirichlet 固有値問題の固有値に関す

る普遍不等式を得た。 

（７）n 次元 Euclid 空間内の有界領域におけ

る張り詰められた状態でのプレート問題の

第 k 番目固有値を研究し，領域の「moment of 

inertia」を用いて，Fourier 変換及び領域の

対 称 減 少 再 配 列 方 法 を 融 合 し ，

Levine-Protter の不等式を改良した。 

（８）部分多様体の幾何学の独自の研究方法

とリーマン多様体における微分作用素の固

有値の研究方法を融合し，完備リーマン多様

体内の有界領域における張り詰められた状

態でのプレート問題の固有値に関する普遍

不等式の研究を行い，優れた普遍不等式を得

た。これにより，Wang-Xia の提案した問題を

解決した。中国科学院 Yang 教授と共同で双

曲空間の有界領域における張り詰められた

状態でのプレート問題の固有値を研究し，普

遍不等式を得た。さらに，この普遍不等式の

応用として，有界領域が双曲空間の全体に収

束するとき，全ての固有値は同じ値に収束す

ることを証明した。 

（９）Euclid 空間内の有界領域における多重

調和微分作用素の固有値問題の固有値に関

する普遍不等式を研究し，最適な研究成果を

得た。球面内の領域における多重調和微分作

用素の固有値問題の固有値に関する普遍不

等式の研究がとても難しいので，我々は

2(k+1)個の関数及び２つ微分作用素を導入

し，球面内の領域における多重調和微分作用

素の固有値問題の固有値に関する普遍不等

式を得ることが成功した。 
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