
 

様式 C-19 

科学研究費補助金研究成果報告書 

 

平成 23 年 4 月 30 日現在 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

研究成果の概要（和文）： 3 次元多様体上の余次元 1 葉層構造で Thurston の不等式を満た

すものとして知られていたのは Reeb 成分を持たないものであったが，近年の研究で Reeb 

成分を持たないという条件は必要条件では無いことが知られてきていた．また，Thurston の

不等式を満たさない葉層構造の実例も知られていなかった．本研究は回転可能葉層と呼ばれる

葉層構造を精しく調べることにより，Reeb 成分を持つ葉層構造であって Thurston の不等式

を満たすものの族を構成し，また Thurston の不等式を満たさない葉層構造の実例を構成した． 

 

 

研究成果の概要（英文）：    It was only known that Reebless foliations among 

codimension-one foliations on a 3-manifold satisfy Thurston’s inequality.  Also, according 

to the latest research the condition of Reebless is known not to be necessary for Thurston’s 

inequality.  Moreover, the example not satisfying Thurston’s inequality had not been 

known.  In this research, we studied spinnable foliations in detail and obtained a 

sufficient condition for spinnable foliations.  Thus we constructed a family of spinnable 

foliations each of which satisfies Thurston’s inequality and an example of the foliation not 

satisfying Thurston’s inequality.    
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１．研究開始当初の背景 

 本研究の出発点は W. Thurston による結

果である：Reeb 成分を持たない葉層構造の 

Euler 類の Thurston norm は 1 以下であ

る (W. Thurston: Norm on the homology of 

3-manifolds, Memoirs of the AMS, 1986)．

この Thurston の不等式は，その形から明ら

かなように例えば  (co)homology が自明な

多様体上の葉層構造に関してはそれが如何

なるものでも常に満たされる．従って，それ

を満たさないような葉層構造は安易には構

成し難く，Thurston の不等式を満たさない

葉層構造の例は知られていなかった．また逆

に ， Reeb 成 分 を 持 つ 葉 層 構 造 で も 

Thurston の不等式を満たす例が見出されて

来ていた (A. Mori: A note on Thurston- 

Winkelnkemper's construction of contact 

forms on 3-manifolds, Osaka J. Math. 

2002)． 

 一方，3 次元トポロジーに於いて，葉層構

造論と接触トポロジーとの密接な関係が知

られて来ており， Y. Eliashberg と  W. 

Thurston によりそれらの統一的な研究が提

唱 さ れ て い る  (Y. Eliashberg and W. 

Thurston: Confoliations, A.M.S. University 

Lecture Series, 1998)．葉層構造は接触構造

に よ り 近 似 で き ， 接 触 構 造 に 於 け る 

Thurston の 不 等 式 の 同 等 物

（Thurston-Bennequin の不等式）に関して

は，Y. Eliashberg その他により，かなりき

れいな形で解明されている：接触構造が 

Thurston-Bennequin の不等式（の相対版）

を満たす為の必要十分条件は，それが tight 

であることである．さらに K. Honda その他

により，接触構造に自然に対応する回転可能

構造，或いは開本分解の monodromy の言葉 

(right-veering) により tightness は特徴付

けられている．しかしながら，これらの接触

トポロジーの結果をもってしてもなお，葉層

構造論の立場からは究極的解明がなされた

とは言い難く，葉層構造論の側からより目に

見える形での解明が望まれていた． 

 

 

２．研究の目的 

 本研究の究極的目的は次の問題を解明す

ることにある： 

問題 3 次元多様体上の余次元 1 葉層構造

で Thurston の不等式を満たすものを特徴

付けよ． 

 本研究では，Reeb 成分を持つ基本的な葉

層 構 造 で あ る 回 転 可 能 葉 層 に 関 し て 

Thurston の不等式を満たす為の条件を与え

ることを一つの大きな目標としていた．事前

の研究では或る程度の成果（或る十分条件）

が得られており，それらをまとめて形のある

ものとし，さらにそれらの精密化を目標とし

ていた．またそれらの条件を用いて，その時

点まで知られていなかった Thurston の不

等式を満たさない葉層構造の構成が期待さ

れた． 

 本研究の目的はこれら事前の研究を継続

し，冒頭に挙げた問題の究極的解明へ向けて

の一つの里程標と為すことにある． 

 

３．研究の方法 

 回転可能葉層はその monodromy 微分同

相写像により（殆ど）定まる．従って 

Thurston の不等式を満たす為に回転可能葉

層の満たすべき条件はその monodromy に

よって表されるのが自然である．従って当初

の計画としては monodromy を与えたとき，

それの定める 3 次元多様体の実係数 2 次

元 cohomology 群の Thurston 単位多面体

を記述することを考えた．その為に或る自動

化（アルゴリズムの設計と実装）を一つの方

向として考察した． 



 

 

 また，Reeb 成分が唯一つの回転可能葉層

（即ち多様体内の繊維化結び目による回転

可能葉層）について，その Reeb 成分を張り

直すことにより新たな深度 1 の葉層構造が

得られる．この改変操作を施すことによって 

Thurston の不等式を満たすかどうかがどの

ように変化するかを調べることを考察した． 

 Thurston の不等式には相対版があり，対

応する接触構造に関しては相対版の不等式

が tight 性の必要十分条件を与える．また，

接触構造の場合には相対版の方が絶対版よ

り強い（相対版が満たされれば絶対版が満た

される）．しかし葉層構造の場合には接触構

造とは異なり，この二つの不等式には明快な

関係は無いことが知られているが，回転可能

葉層に限っては構造が単純である関係上，簡

明な結果が得られる見通しがあり，その方向

で研究を行った． 

 
４．研究成果 

 回転可能葉層に関しては，以下に述べるよ

うに満足のいく結果が得られた．まず葉層の

接束の Euler 類が自明である為の一つの十

分条件を  monodromy の言葉で与えた．

Euler 類が自明ならば Thurston の不等式

（の絶対版）は自明に満たされる．さらに 

Euler 類が無限位数を持つ為の十分条件も

与え，それにより Thursotn の不等式が満た

されない回転可能葉層を構成した．このよう

な例は今迄に知られていなかった． 

 Thurston の不等式相対版については接触

構造の場合とは異なり，必ずしも絶対版より

強いとは言えないが，回転可能葉層の場合に

限れば相対版が成立すれば絶対版が成立す

ることが証明できた．このような主張が成立

する葉層構造のクラスの存在も今迄には知

られていなかった． 

 さらに回転可能葉層で Reeb 成分が唯一

のもの（即ち多様体内の繊維化結び目による

回転可能葉層）について Reeb 成分の貼り換

え（Reeb 成分に沿った Dehn 手術）を行っ

て得られる葉層構造を考えた．Dehn 手術に

よって Thurston norm が縮退する場合を

或る状況で考察した Gabai, Sela の定理を

用いて，回転可能葉層であってその Reeb 成

分に沿った Dehn 手術によって得られる葉

層構造は殆ど（即ち有限個を除き） Thurston 

の不等式を満たすようなものを構成した．こ

れは当初の印象とは異なり，Reeb 成分を持

ちかつThurston の不等式を満たす葉層構造

は少なくないということを意味している．こ

れは驚くべきことであり，今後の研究の大き

な里程標となっていると言えるであろう． 
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