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研究成果の概要（和文）：結び目理論，絡み目理論において重要な不変用である多項式不変

量をダイアグラムから計算するアルゴリズムについて研究を行った．問題の計算量解析と

特殊なダイアグラムに対して多項式時間で計算するアルゴリズムを開発した．これまでに

得られていた２-橋絡み目ダイアグラム，閉３-ブレイドダイアグラムの場合の手法を発展

させて Montesinos ダイアグラムの場合にも多項式時間で多項式不変量を計算するアル

ゴリズムを開発した． 
研究成果の概要（英文）：We researched into polynomial invariants of knots and links that 
play an important role in the knot theory.  We analyzed the complexity of determining the 
link polynomials from link diagrams. We designed polynomial time algorithms that 
compute link polynomials from certain link diagrams. We developed our algorithms that 
compute link polynomials from 2-bridge or closed 3-braid diagrams into a polynomial time 
algorithms that compute link polynomials from Motesinos diagrams. 
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１．研究開始当初の背景 
（１）Haken や Schubert により，３次元球
面内の結び目の自明性判定問題や種数判定
問題は計算可能であることが示された．Hass
–Lagarias–Pippenger  は Haken らのアル
ゴリズムの計算量解析を行い，球面内の結び
目の自明性判定問題が NP に, 球面内の結び
目の種数判定問題が PSPACE に含まれるこ
とを示した．彼らは結び目の自明性判定問題
は NP∩co-NP に含まれるだろうと予想（以
下 HLP の予想）している．さらに Agol–Hass

–Thurston は３次元多様体内の結び目の種
数判定問題が NP–完全であることを証明し
た． 
（２）Jones が絡み目の新しい多項式不変量
を定義して以来，Homfly 多項式， Kauffman
多項式などいくつかの多項式不変量が定義
されたが，これらの多項式不変量の幾何学的
を特徴づけることは未だに出来ていない．  
一方，Welsh らによってこれらの多項式不変
量はいずれも#P–困難であることが示されて
いる．したがって， すべての絡み目につい 

機関番号：32644 

研究種目：基盤研究（Ｃ） 

研究期間：2008～2010 

課題番号：20540092 

研究課題名（和文） 絡み目不変量の計算位相幾何学的研究 

                     

研究課題名（英文） Link Invariant From The Computational Topological Viewpoint 

 

研究代表者  

原 正雄（Hara Masao） 

東海大学・理学部・准教授 

 研究者番号：10238165 



 

 

て多項式不変量を多項式時間で求めること
は不可能だと予想される． Mighton や
Makowsky らにより入力する絡み目ダイア
グラムを制限すると多項式不変量を多項式
時間で計算できることが示されている．本研
究代表者と分担者の谷， 山本も 2–橋絡み目
や 3–閉ブレイド絡み目ダイアグラムから
Jones 多項式を高速に計算するアルゴリズム
を考案している． 
 
２．研究の目的 
（１）HLP の予想の解決に向けて関連するア
ルゴリズムの計算量解析を行う．３次元多様
体内の結び目の種数判定問題はNP-完全であ
り，この問題は３次元球面内の結び目の自明
性判定問題を含んでいる．したがって，HLP
の予想が正しいとすると両者の間には計算
量の差があると期待される． 
また，グラフの同値性判定問題も NP∩co-NP
に含まれると予想されている．グラフを１次
元複体とみなすとき結び目（１次元閉多様
体）と同様の埋め込みの問題が考えられる．
本研究では３次元多様体内のグラフの位相
的性質の研究と，それらの問題の計算量解析
とも行う． 
（２）本研究では多項式不変量の幾何学的特
徴付けの難しさと，計算の困難さの関係を探
ることを目標とする．多項式不変量の計算の
難しさがどのような幾何学的性質に起因し
ているかを研究し，絡み目の複雑さを表す新
しい指標となる不変量の定義を目指す．多項
式不変量が簡単に(多項式時間で) 計算でき
るような絡み目とその計算アルゴリズムの
研究や多項式不変量の次数や係数を計算す
る問題の計算量解析を行う． 
本研究代表者と分担者の谷， 山本も 2–橋絡
み目や 3–閉ブレイド絡み目ダイアグラムか
ら Jones 多項式を高速に計算するアルゴリ
ズムを考案している．本研究ではこれまでの
研究に引き続き絡み目ダイアグラムを制限
した場合の多項式不変量計算アルゴリズム
の研究を行う．これまでのアルゴリズムを改
良， 一般化し，より多くのダイアグラムに
ついて多項式不変量を高速に計算するアル
ゴリズムの研究をする．また， 多項式不変
量全体ではなく次数や特定の係数だけを求
める問題の計算量解析も行う． 
３．研究の方法 
本研究は結び目理論の問題を計算機科学的
視点から研究しようというものであり，位相
幾何学と計算機科学の境界領域に属する研
究である．本研究には位相幾何学と計算機科
学の両分野の最新の研究成果を取り入れる
必要がある．そのために， 研究組織には位
相幾何学の研究者と計算機科学の研究者の
両方をバランスよく配置するよう工夫した． 
（１） 位相幾何学における判定問題の計算

理論的研究 
このテーマは位相幾何学における判定問題
の計算量解析を行うものである．結び目の種
数判定問題と自明性判定問題については
Hass–Lagarias–Pippenger と Agol–Hass–
Thurston の研究で大きく進展した． 
① 本研究では多様体内の結び目の自明性

判定問題や球面内の結び目の種数決定
問題の NP–完全性について考察する．球
面内の結び目の自明性判定問題は NP–完
全性ではないと強く予想できるのでこ
れらの問題の完全性はP とNP の差を調
べる上でも興味深い． 

②  平面的空間グラフや絡み目の自明性判
定問題や絡み目の種数判定問題につい
てその計算量解析を行う．これらについ
ては上記の Hass たちの研究手法と最近
の 3 次元多様体の研究手法をこの分野
に応用する方法を研究する． 

（２） 絡み目不変量の計算量解析 
このテーマは絡み目ダイアグラムから多項
式不変量の計算する問題の計算量解析と実
際の計算アルゴリズムの研究及び実装を行
う．すべての絡み目ダイアグラムを入力とし
て許す一般的なアルゴリズムについては#P–
困難であることがすでに示されているので, 
入力あるいは出力に制限を加えて計算量解
析を行い，得られた性質が絡み目のどのよう
な幾何学的性質に由来しているかを考察す
る． 
① 入力するダイアグラムをある種の幾何

学的性質を反映したクラスに限定し，そ
の多項式不変量の計算の計算量解析を
行う． 

② 入力するダイアグラムをある種の幾何
学的性質を反映したクラスに限定し，そ
の多項式不変量の計算アルゴリズムの
研究および実装を行う． 

③ 多項式不変量の特殊値や次数, 特定の
係数を計算するアルゴリズムの考察お
よび計算量解析を行う． 

４．研究成果 
絡み目ダイアグラムから Jones多項式などの
絡み目多項式を求める計算の計算量は#P-困
難であることが示されている．一方，入力す
る絡み目ダイアグラムに適当な制限を加え
ると絡み目多項式を多項式時間で計算でき
ることが知られている． 
絡み目ダイアグラムの交点を次数４の頂点
とみなすとダイアグラムは４-正則平面グラ
フに思える．このグラフで分けられる平面の
領域は辺を共有する領域が同じ色にならな
いように２色（白と影）で塗り分けることが
できる．この彩色の影の領域に頂点を置きダ
イアグラムの交点で隣接する領域にある頂
点どうしを辺で結ぶと平面グラフが得られ
る．このグラフをダイアグラムの Tait グラ



 

 

フという．下図では６頂点のダイアグラムが
黒い線であらわされていて，影の領域が斜線
であらわされている．このとき青いグラフが
Tait グラフである．ダイアグラムの頂点の個
数と Tait グラフの辺の本数は等しく，Tait 
グラフは平面グラフなので入力を Tait グ
ラフとしても入力のサイズは変わらない．し
たがって，以下入力は Tait グラフとし，そ
のサイズを n とする． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mighton は Tait グラフの木幅が高々２以下
のとき多項式不変量は O(n4logn)時間で計算 
出来ることを示した．さらに，Makowsky は木
幅が定数のとき多項式不変量は多項式時間
で計算できることを示した．その他にも 
Utsumi-Imai によるプレッツェルダイアグ
ラムに関するアルゴリズム，Diao-Ernst- 
Ziegler らによる nested closed tangle 
diagram に関する研究などがある．その中で
も Morton-Short による閉ブレイドに関する
研究が興味深い． 
本研究の研究者たちによる研究では，多項式
不変量の幾何学的性質に関するものとして，
Jones 多項式の簡約次数と絡み目の交点数
の差はいくらでも大きくなることを示した
(原-谷-山本). これはヒューリスティック
に多項式不変量の次数を求めるアルゴリズ
ムを実装し，プレッツェルダイアグラムに関
して実験を行うことに予測し，これを証明す
る手法を用いた． 
アルゴリズムに関するものでは，Tait グラ
フが１頂点を除くと木になるもの(樹木状ダ
イアグラム)については多項式時間で計算で
きることを示したほか(原-谷-山本)，Tait 
グラフが１頂点を除くと道になるようなも
の(２-橋ダイアグラム，下図)と３-閉ブレイ
ドダイアグラムに対してはO(n2logn) 時間で
多項式不変量を計算できること示した(原-
村上-谷-山本)．本研究では Tait グラフが１
頂点を除くと次数が３以上の頂点が高々１

つの木になるようなもの（Montesinos ダイ
アグラム，下図）に関して O(n2logn) 時間で
多項式不変量を計算できること示した（原-
村上-谷-山本）．特に，この研究には Tait グ
ラフが Montesinos 型であることを認識する
アルゴリズムを含んでいるが，このアルゴリ
ズムは他にも応用が期待できる興味深いも
のである．さらに，２-橋ダイアグラムにつ
いて上記研究を発展させ，O(n2logn) 時間で
多項式不変量を計算できること示した（村上
-谷-竹下）. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
また，山本を中心に，これまで得られたアル
ゴリズムを実装し，多くのダイアグラムに関
して計算実験を行った．今後の弧の計算をす
すめ計算結果をデータベース化して利用す
ることを予定している．今後の研究では
Jones 多項式の性質について新しい知見がデ
ータベースを利用して得られるものと期待
している． 
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