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研究成果の概要（和文）：chart とは円板内の向き付き、ラベル付きグラフで、４次元空間内の

曲面結び目(埋め込まれた曲面)を表示するものです。これはとても画期的な方法です。 

crossing が高々３個の chart の分類について研究しました。主な結果は、crossing が高々３

個の minimal chart は ribbon chart か 2-twist spun trefoil を表す chart に hoop や 

free edge を追加したものであることを示しました。つまり、ribbon を法とすると、crossing 

が高々３個の minimal chart は 2-twist spun trefoil を表す chart であることを示しまし

た。 

 
研究成果の概要（英文）：A chart is an oriented labeled graph on a disk which represents 
a surface link, i.e. an embedded surface in the 4-dimensional space. This is a remarkable 
method. We research about a classification of charts with at most three crossings. The 
main result is as follows: Any minimal chart with at most three crossing is either a ribbon 
chart, or a disjoint union of a chart representing a 2-twist spun trefoil, hoops and free 
edges. That is, any minimal chart with at most three crossing is a chart representing 
a 2-twist spun trefoil modulo ribbon charts. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) chart とは円板内の向き付き、ラベル付
きグラフで、４次元空間内の曲面結び目(埋
め込まれた曲面)を表示する画期的な方法で
ある。この表示は Kamada 氏が提唱した。曲
面結び目の ambient isotopy class を変え
ない chart の変形 (C-move) も Kamada 氏
により研究されている。これらのことより、

曲面結び目を研究するにはこの chart 表示
はとても有効な手法である。 
 この chartは black vertex と言う次数１
の頂点と crossing と言う次数４の頂点と
white vertex と言う次数６の頂点と、ラベ
ル付けられた辺からなるグラフである。
n-chart というとそれらのラベルは１から n
－1 までのいずれかである。それぞれ chart 
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の次数１の頂点、次数４の頂点、次数６の頂
点はその chart が表す４次元空間内の曲面
の branch point、double curve の交わり、
３重点に対応する。 
 Kamada 氏が、ラベルが 1,2 のみからなる 
3-chart は ribbon chart であることを示し
た。ここで ribbon chart とは C-move で
white vertex を含まない chart に変形出来
るものである。Nagase 氏と Shima により、
4-chart で２つの crossing を含み、その 
chart が表す曲面結び目が球面ならば、それ
は ribbon surface であることが示された。 
Ribbon surface とはある ribbon chart が
表す４次元空間内の曲面のことである。 
 ここまでの研究はラベルに条件がある結
果である。私たちはラベルに条件がなく、
n-chart が高々１つの crossing を含むな
らば、それは ribbon surface であることを
示した。更に、minimal n-chart が２つの 
crossing を含むならば、black vertex の数
が 4n－10 個であることを示した。この結果
より、n-chart が２つの crossing を含み、
その chart が表す曲面結び目が球面ならば、
それは ribbon surface であることが示され
た。 
 これらの結果は crossing の数に関する
結果で、crossing の数が２以下の球面を表
す chart は、簡単な chart、つまり ribbon 
chart しかないという結果である。 
 
(2) white vertex の数に注目した結果もあ
る。white vertex の数が１か２か３ならば 
ribbon chart であることは簡単に分かる。
Ishida 氏 , Nagase 氏 , Shima によって
white vertex の数が４つの場合を調べた。
これについては２種類のものが出てくるこ
とが示せた。その内の一種類は  ribbon 
surface を表わす chart であることが示さ
れている。この証明は C-move 以外に chart 
の変形で stabilization とその逆の変形、
conjugation を使う。これらの変形は chart 
のラベルを増やしたり減らしたりするかも
しれないが、つまり n-chart を (n+1)-chart 
にしたりするかもしれないが、それらに対応
する４次元空間内の曲面を変えない変形で
ある。white vertex の数が４つの場合につ
いて、残りの１種類の一部が ribbon chart 
ではないが、ribbon surface を表す chart 
であることが長谷川氏によって示されてい
る。しかし、完全な分類にはいたっていない。 
 Ochiai 氏, Nagase 氏, Shima によって、
white vertex の数が５つの minimal chart 
は存在しないことが示された。Nemoto 氏, 
Nagase 氏, Shima によって、white vertex 
の数が６つの (2,2,2)型の minimal chart 
も存在しないことが示された。長谷川氏によ
って、2-twist spun trefoil の white vertex 

の最小数が６つであることを示した。しかし、
white vertex の数が６つ chart については
まだすべての場合が調べられていない。
Nagase 氏と Shima によって、white vertex 
の数が７つの minimal chart は存在しない
ことが示された。 
 
２．研究の目的 
本研究は minimal chart の分類をするこ

とが目標であった。主に次の３つについて調
べることが目的であった。 
(1) minimal n-chart で３つの crossing 

を含むものについて調べる。 
(2) white vertex の数が４つや６つの 

chart の内 ribbon chart でないものの決定
する。 
(3) white vertex の数が９個の chart に

ついて調べる。 
(2) と (3) については、chart のテーブ

ルを作ることも目的としてある。３次元空間
内の結び目は交差点の数に関してテーブル
が作られていて、豊富な例があり、結び目を
研究する際の重要な役割を果たしている。曲
面結び目についてもテーブルを作ろうとし
ているが、結び目のテーブルのようなものは
ない。曲面結び目の研究を活発にするために、
chart のテーブルを作ることは有意義な目
的である。white vertex の数に関して chart
のテーブルを作っていきたい。 
 (3) については、奇数個の white vertex 
をもつ minimal chart があるのだろうかと
いう素朴な問題を考える目的もある。向きの
ついた４次元空間内の曲面に対して、最小３
重点の個数が奇数個であるような曲面の存
在はまだ知られていない。 white vertex が
３重点に対応しているので、これらの素朴な
疑問に答えるきっかけになるかもしれない。 
 目的 (1), (2), (3)を研究することにより、
豊富な chart の例が発見することによって、
曲面結び目の不変量の研究や chart 変形を
使った多様体の研究にも貢献することが出
来ればいいとも思っている。 
 
３．研究の方法 
(1) chart Γ と円板 D とすると、組 (D∩
Γ ,D) である  tangle について調べる。
tangle (D∩Γ, D) が以下の２つの条件を満
たすとき、ラベル m の NS-tangle であるい
う。 
①もしラベル i がラベル m と等しくないな
らば、∂D は高々1本のラベル i の edge と
交わる。 
② D は少なくとも１つの white vertex を
含み、高々１つの crossing を含む。 
重要な性質として、  

『k-minimal chart 内には NS-tangle は存
在しない』 



 

 

ことを示した。この結果は以前私たちが示し
た『n-chart で高々１つの crossing を含む
ならば、それは ribbon surface である』こ
との拡張にもなっている。この性質を使って、 
３つの crossing を含む chart はどのよう
な形であるか調べる。 
 
(2) tangle (D∩Γ, D) に対して、α を D
内の一番小さなラベルし、β を D内の一番
大きなラベルとする。 
『このとき、D 内に crossing を含まないな
らば、D 内の edge のラベルを i とすると、
α≦ i ≦βを満たす。』 
この性質を用いて、更に３つの crossing を
含む chart はどのような形であるか調べる。 
 
(3) ３つの crossing を含む chart で表れ
るであろうと思われる、次の２種類の 
tangle について調べる。 
① 円板 D の境界と交わる edge のラベルが
高々２つを除いて一種類であり、円板 D が
crossing を含まない tangle、 
② 円板 D の境界と交わる edge のラベルが
一種類であり、円板 D が高々２つの 
crossing を含む tangle である。 
他の tangle も更に必要になってくるかも
しれない。 
 
(4) Γ を k-minimal chart とする。Γm を 
chart Γ のラベル m の edge とその頂点
からなる部分グラフとする。 G を Γm の
small component とする。 
『もし G がある円板 D に含まれ、その円板
が crossing を含むならば、 G は少なくと
も２つの black vertex を含む』 
という性質が示されている。 
 
(5) (4) の性質を使って、３つの crossing 
を含む chart は少なくとも何個の black 
vertex が必要か調べる。そして、３つの 
crossing を含む chart はどのような形で
あるか調べる。 
 
(6) minimal chart に対して、lens と呼ば
れるある性質を満たす円板の内部にも外部
にも少なくとも３つの white vertex が含ま
れることが示されている。この形はよく表れ
る形であり、white vertex の数が少ない 
chart には表れず、white vertex の数が８
個以上含む chart に初めて表れる。 
 
(7) 円板で、その境界が同じラベルの edge 
が k 本からなる円板を k-angled disk とい
う。minimal chart の 2-angled disk と 
3-angled disk について、 white vertex が
その内部に高々１個以下ならばどのような
形であるか調べている。 

 
(8) (6) や (7) を使って、 white vertex の
数が６個や９個の chart は minimal chart 
の性質を用いると無限の形があるもののか
なりの部分が有限の形を調べればいいこと
が分かる。どのような形しかないのか調べる。 
 
(9) (5) や (8) で表れる chart に対して、
発見された不変量を計算し、分類を行う。 
 
４．研究成果 
(1) Γ  を  k-minimal chart と す る 。
non-linear tangle (D∩Γ,D) に対し、 D∩
Γ がラベル m の edge とラベル m+1 の
edge からなるとする。このとき、 
『∂D∩Γが丁度 2 本のラベル m の edge と
交わるならば、D∩Γはラベル m の black 
vertex を 2 個以上含む』 
ことを示した。また、 
『∂D∩Γが丁度３本のラベル m の edge と
交わるならば、D∩Γはラベル m の black 
vertex を１個以上含む』 
ことを示した。 
 
(2) Γ  を高々３つの  crossing を含む
k-minimal chart とする。このとき、Γ は 
ring や hoop を含まないことを示した。こ
こで、 hoop とは  Γ  の頂点の含まない 
closed edge のことであり、ring は同じラ
ベルの edge からなる単純閉曲線で、white 
vertex を含まないものである。 
 Γi を chart Γ のラベル i の edge と
その頂点からなる部分グラフとする。α を
Γ の edge のラベルの内、一番小さいもの、
βをΓ の edge のラベルの内、一番大きいも
のとする。研究の手法(1)と(2) を使って、 
『 Γ  が 丁 度 ３ つ の  crossing を 含 む
k-minimal chart であるならば、Γα とΓβ 
は少なくとも 2 個の crossing を含むこと』 
を示した。 
また、Γα やΓβ は cut edge を含まな

いことも示した。この結果を用いるとΓα∪
Γβ の形が大体どのようであるか分かる。 

 
(3) c(Γi) を Γi に含まれる crossing の
数とする。Γ を丁度３つの crossing を含
む k-minimal chart とすると、結果 (2) よ
り、(c(Γα), c(Γβ)) は (2,2) か (2，3) 
か (3，2) か (3，3) であることが分かる。
各々の場合に対して、研究の方法 (4)を用い
ると chart 内に少なくとも何個の black 
vertex が必要か調べることが出来、 
『minimal generalized n-chart が丁度３つ 
crossing を含み、n が５以上ならば、black 
vertex の数が 2n個以上である』 
ことを示した。 
 



 

 

(4) 丁度３つの crossing を含む chart の
例として、2-twist spun knot と呼ばれる曲
面を表す chart G がある。この chart は 
ribbon chart でないものである。研究結果
(1)、(2)、(3) を用い、更に詳しく調べるこ
とによって、crossing が高々３つである 
chart について次のことが得られた。 
『crossing が高々３つである chart に対
して、その対応する曲面が球面ならば、その 
chart は G と free edge と hoop の互いに
交わらない和集合である』 
ここで、 free edge とは両端点が  black 
vertex である edge のことであり、hoop は
vertex のない closed edge のことである。 
ribbon chart は free edge と hoop の互

いに交わらない和集合である  chart に 
C-move 同値であるので、この結論は、ribbon 
chart を法とすると、crossing が３つであ
る chart は 2-twist spun knot と呼ばれる
曲面を表す chart であることが示された。 

これらを調べるために、tangle と呼ばれ
るものの性質が色々明らかになった。 
 

(5) (4) で得られた結論を種数が１つ大きい
トーラスに拡張できた。つまり、 
『crossing が高々３つである chart に対
して、その対応する曲面の種数が 1 以下の曲
面ならば、その chart は G と ribbon chart 
の disjoint union である』 
ことを示した。 
 
(6) chart Γ が 型 (m;n1,n2,・・・,ns) で
あるとは次の３つの条件を満たすときをい
います: (i) 各 i=1,2,・・・, s に対して,  
chart Γ は in Γm+i－1∩ Γm+i 内に丁度 
ni 個の white vertices を含む. (ii) i<0 か 
i>s ならば, w(Γm+i)=0 である. (iii) w(Γ
m) >0 と w(Γm+s)>0 を満たす。ここで、Γ
i は chart Γのラベル i の edge と vertex 
からなる部分グラフとする。w(Γi) はΓi 
に含まれる  white vertex の数とする。 
white vertex の数が６個のものは (2,2,2) 
型、(2,4) 型、(3,3) 型、(6) 型のいずれか
である。(2,2,2) 型の chart は white vertex 
が減らすことが出来ると示されている。今回
の結果は次のことを示した。研究手法 (6)と 
(7) がとても有効に用いられ、証明された。 
『(3,3) 型の chart は white vertex が減ら
すことが出来る』 
これにより、white vertex の数が７個以下
である chart のテーブルを作成するにあた
って、(2,4) 型と (6) 型である chart を調
べる部分が今後の課題として残された。 
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