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研究成果の概要（和文）：球面上の３変数の反応拡散系での振動パターンを解明するために、

SO(3)対称なウェーブ分岐の標準形解析を行った。低次モードが不安定化する場合に回転波と

定在波があることを明らかにし、その安定性を解析した。また、３変数反応拡散系に１−２−３

モードの多重分岐が現れることを明らかにし、その標準形解析を行った。その結果、１モード

の定常解がホップ的に２次分岐し、振動パターンが発生することがわかった。 

 

研究成果の概要（英文）：Normal form for a wave instability under SO(2) symmetry is studied 

to understand oscillatory patterns for 3-component reaction-diffusion equations on a 

sphere. It turns out that there are rotating and standing waves in the case of lower mode 

instabilities and stabilities for both solutions are studied. Another possibilities for 

oscillatory patterns are also discussed. It turns out that 3-component RD system can have 

1-2-3 triple modes degeneracy and its normal form was obtained. Normal form analysis 

shows that there is Hopf bifurcation point from 1-mode stationary solution. 
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１．研究開始当初の背景 

  パターン形成は、熱対流などの流体の問

題から、動物の表皮の模様・樹林の植生マッ

プなど生理学・生態学の問題まで幅広い分野
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で興味を持たれて研究されている。数理モデ

ルおよびその数学的な解析を通して、定常の

パターン形成に関しては普遍的な理解が進

んできているが、一方でより複雑な動的パタ

ーン（時空間パターン）の理解はあまり進ん

でいない。パターンの多様性に対して、分岐

解析の結果は限られたものにとどまり、数値

シミュレーションを行ってもその結果の信

頼性が判断できない状況である。さて、時空

間パターンが定数定常状態からの分岐とし

て現れる事は意外にもごく最近実験サイド

から報告された。それは電気化学反応の実験

で、大域的な抑制効果を内在する現象に特異

なものである。同様の分岐現象は化学反応の

観点からも報告されウェーブ分岐として知

られるようになり、国際的にもウェーブ分岐

の研究が注目されつつあった。我々のグルー

プも電気化学モデルのウェーブ分岐の構造

を数学的に明らかにし、さらに実験で得られ

るパターンの制御にも利用できる事を議論

していた。しかしながらここで得られた結果

は分岐点近傍のことで、さらに SO(2)対称性

を持つ場合に限定したものであった。実際に

観測されるパターンの多様性を完全に理解

するにはまだ不十分で更なる研究を要する

という状況であった。 

 

２．研究の目的 

  本研究の基本的目的は多様な動的パタ

ーン形成の問題を詳細に理解するための大

域分岐解析手法の確立と、それに基づく自己

生成パターンの予測・制御である。上述した

状況の中で、振動場のパターンダイナミクス

に見られる局所分岐を組織的に調べ、その分

岐構造を解明・予測する手法を構築すること

を目標にする。例えば、細胞生理学への応用

が期待される、球面上でのウェーブ分岐の構

造を解明する。また、非定数定常解からの振

動タイプの分岐はほとんど知られていない

ので、３変数の反応拡散系で可能な限りの退

化した状況を検証し２次分岐としてホップ

分岐が生じることがないかを確認する。実験

現場では振動パターンの研究の蓄積がある

ので、実験／モデリング／数学のプロセスが

相互にかつ即座に吟味しあえる環境を作り

ながら研究を進め、分岐理論の枠にとどまら

ない振動ダイナミクスの分岐解析手法を確

立することを目指す。 

 

３．研究の方法 

  多様な動的パターン形成の問題を詳細

に理解するための大域分岐解析手法の確立

と、それに基づく自己生成パターンの予測・

制御を行う。振動パターが定数定常解から分

岐するのは３変数以上の反応拡散系なので、

そこで現れる振動分岐の標準形を現象への

応用を視野に入れながら解明する。球面上の

ウェーブ分岐の標準形解析を行いそこで現

れるパターンの解明、ウェーブ分岐以外の退

化分岐として可能性のある、1-2 モードおよ

び 1-2-3 モードの多重分岐の標準形解析を行

う。局所分岐構造にとどまらず数値的な分岐

追跡も行い、より大域的な分岐構造も理解を

進める。 

 

４．研究成果 

  動的パターンの現れる振動場反応拡散

系に着目しそこで起きるウェーブ不安定化

による分岐解析を中心に研究を進めた。その

際に解が多重ホップ分岐で生じるのでトー

ラス型の分岐構造の追跡が必要になる。円周

上の問題の場合でも回転波だけでなく定在

波や異なるモードの含まれる変調波などの

擬似回転波が発生する。このようなものは

SO(2)対称な不変トーラス上の軌道として現

れる。これを SO(2)対称性で「割る」ことに



 

 

より、すなわち適当な進行波座標を用いるこ

とにより周期軌道として追跡が可能である

ことを明らかにした。さらに球面上のウェー

ブ不安定化の解析で必要な SO(3)対称な標準

形についてその分岐解析の研究を進めた。特

に次数１の不安定化が生じる場合に、すべて

の解が球面回転波もしくは球面スタンディ

ング波に収束すること、さらにそのどちらに

なるかが標準形から決定できることを明ら

かにした。加えて、球の対称性を崩すような

摂動を与えた場合に、どのような球面回転波

が選択されるかも議論した。これらのことは

生理学の問題などにも関連し、フィードバッ

クが期待されるが、まずは化学反応の振動現

象と照合するべく、ガラスビーズ表面で BZ

反応の振動パターンを生成する準備を行っ

た。ビーズ表面上に化学反応を限定すること

が予想外に難しく、実験設定が整ったに留ま

り実際の制御は今後の課題である。 

  また細胞極性の出現に関するモデルの

定常解の分岐を調べる過程で、非一様定常解

から振動解が現れることを見いだした。非一

様定常解からの分岐は、非一様定常解のまわ

りの線形化固有値問題が単純ではないので

一般には難しいが、３重退化分岐としてより

一般的に捉えられることがわかってきた。こ

のような退化分岐の新しい可能性として３

変数の反応拡散系を提案した。ある種の３変

数の反応拡散系では、一般に 0-1-2 モードの

退化分岐点が発生しうるが、そこでの標準形

を解析することにより非一様定常解のまわ

りの振動分岐が理解できることを示した。ま

たそのまわりにカオス的な解が存在するこ

とも明らかにした。これらの結果は気象大学

校の奥田孝志氏と以下の論文にまとめて現

在投稿中である。 

Oscillatory dynamics in a reaction-diffusion 

system in the presence of 0:1:2 resonance 
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