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研究成果の概要（和文）： 
 本研究では，ブラウン運動が定める筒型集合（これは Wiener sausage とよばれている）
の体積の期待値についての研究を行った．これは，熱伝導問題に関連して長年研究されて
きている．まず，時刻 t までの Wiener sausage の体積の期待値の t がゼロに近づくとき
挙動と無限大に発散するときの挙動が得られた． 
さらに，ブラウン運動の半径方向の運動を一般化したベッセル過程とよばれる確率過程

の到達時刻が t以下となる確率を，変形ベッセル関数とよばれる特殊関数とその零点を用
いて表示した．この表示から，tが大きくなるときの漸近挙動も得られた． 
ここで用いられた手法を修正することにより，Wiener sausage の体積の期待値も変形ベ

ッセル関数とその零点で表示することができた．このことにより，t が増大するときの漸
近展開を与えることに道筋がついた． 
  
研究成果の概要（英文）： 

On this research we investigated the expectation of the cylindrical set determined 
by a Brownian motion, which is so-called Wiener sausage. This object has been investigated 
for long time in connection with heat conduction problems. We first deduced asymptotic 
behaviors of the expected volume of the Wiener sausage up to time t as t tends to zero 
and infinity. 

In addition, we represented the probability that the first hitting time of the 
stochastic process generalized from the radial motion of the Brownian motion, which is 
called the Bessel process, is not large than t by means of the Bessel functions of the 
second kind and their zeros. By the resulting formula, we obtain the asymptotic behavior 
of the probability as t tends to infinity. 

With the help of the modified method used to obtain the representation, we can derive 
the mean volume of the Wiener sausage up to time t by means of the Bessel functions of 
the second kind and their zeros. Moreover, this result is expected to derive its asymptotic 
expansion for large time. 
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研究分野：確率論 
科研費の分科・細目：数学，数学一般（含確率論・統計数学） 
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１．研究開始当初の背景 
物理学において，ランダム系あるいは不規

則系とよばれている対象の研究が始まって
からずいぶんと時間が経つが，その動機一つ
として規則系の統計物理学から不規則系の
統計物理学への移行が挙げられる．数学にお
いて取り扱われるものは，物理学で扱われる
ものと比較してかなり限定されているが，そ
の問題の性質から，確率論においては活発に
研究が行われ１９６０年代から７０年代に
かけては，量子力学との関連でランダムポテ
ンシャルを持つシュレディンガー作用素の
スペクトルが研究された．それと並行する形
で，ランダムに不純物を含む正方格子上のラ
ンダムウォーク（ランダム媒質中のランダム
ウォークとよばれる）の数学的な定式化が行
われ，そのランダムウォークの大域的な挙動
について研究されてきた． 
このランダム媒質中のランダムウォーク

は，最初に，１次元の場合において，確率１
で出発点に戻れるかどうかを問ういわゆる
再帰性の問題が研究され，再帰的であるため
の必要十分条件が与えられたが，均一な媒質
の中のランダムウォークからは想像もでき
ない結果となり，研究者をおどろかせた．そ
のことが，そのまま，世界の多くの研究者か
ら興味を引くこととなり，多次元格子におけ
るランダム媒質中のランダムウォークの再
帰性の研究の出発点となった．さらに，確率
過程としての大域的な性質，特に，大数の法
則，中心極限定理などの小偏差原理，あるい
は大偏差原理といった極限定理の研究がな
され，問題の解決を見るに至ったが，その場
合においても，均一媒質の中のランダムウォ
ークからは想像もできない結果が示され，再
帰性の問題と合わせて，対象の興味が多次元
へと移行することとなった．しかし，１次元
の場合と空間の構造が根本的に異なるため
に，不規則性がきわめて低い場合においては，
次元３以上で過渡的といった結果しか得ら
れておらず，その後，多くの研究者が問題解
決に尽力したにもかかわらす，満足行く結果
は得られていない． 
そういった動きの中，１９９０年代から，

古典的なランダムウォークの道の詳細な性
質を用いることにことにょって，多次元の場
合の再帰性の条件を導こうとする試みが小
谷眞一氏を中心に提唱され，多重点の個数に
関するラプラス近似の研究されるに至った．
このことで，ラプラス近似の前段階である大
偏差原理の研究がとりあげられた．しかし，

当時は大数の法則しか得られておらず，当時
小谷研究室の大学院生であった濱名が中心
極限定理と軸とする小偏差原理の研究にと
りかかり，一定の結論を得るに至った．また，
以前より，多重点の個数よりも解析が行いや
すい訪問点の個数とその連続対応である
Wiener sausage の体積については，大偏差
原理等の関連する結果が得られていたが，完
全解決まではまだ遠い道のりがあった． 
 
２．研究の目的 
格子におけるランダム媒質中のランダム

ウォークの再帰性も問題は，１次元の場合の
みが解決されているので，本研究では，多次
元格子におけるランダム媒質中のランダム
ウォークが再帰的となるための必要十分条
件を与えるために，一様な媒質中のランダム
ウォークの多重点の個数に関する大偏差原
理およびラプラス近似を確立させることを
目的とする． 
そのために，訪問点の個数や Wiener 

sausage の体積のエントロピー関数を決定し，
大偏差原理を完全解決することを第一目標
とする． 
 
３．研究の方法 
均一媒質中を動くいわゆる古典的な多次

元ランダムウォークの道の詳しい性質を調
べることによって問題を解決しようという
試みが小谷眞一氏を中心とした研究者の間
で提唱され現在に至っている．中でも，ラン
ダムウォークの標本路の多重点の個数に関
するラプラス近似を確立することによって
問題解決をはかろうと研究されている． 
そのためには，多重点よりも解析が容易な

訪問点に的をしぼり，ラプラス近似の前段階
の定理である大偏差原理を調べることが重
要となる．さらに，訪問点の個数の連続対応
で あ る ブ ラ ウ ン 運 動に 対 す る  Wiener 
sausage の体積に関しての大偏差原理につ
いて調べることが効果的である．これは，連
続時間，連続空間を対象とするもののほうが
計算し易いという一般的な経験則による．一
般に，大偏差原理の研究の際にはエントロピ
ー関数とよばれるものが重要な役割を果た
す．このエントロピー関数を求めるためには，
すれをもつブラウン運動に対する Wiener 
sausage の体積の期待値をずれの関数とし
てみたときの連続性を示す． 
また，Wiener sausage を調べる際にはブ

ラウン運動の性質，主に到達時刻を調べるこ



 

 

とが重要である．特に，ずれをもつブラウン
運動の到達時刻を調べることが必要である
が，その前段階として，ずれをもたないブラ
ウン運動について到達時刻の分布関数の具
体的な形や漸近挙動を与える．そのためには，
ブラウン運動の半径方向の運動として知ら
れているベッセル過程の到達時刻を考える
ことになる． 
ベ ッ セ ル 過 程 の 到 達 時 刻 や  Wiener 

sausage の期待値の体積のラプラス変換は，
第２種変形ベッセル関数の比で表示できる
ことがわかっているが，確率論とベッセル関
数の関係に詳しいのは山形大学の松本裕行
教授で，松本教授から助言を受けさらに指導
を仰ぐために山形大学に年間に数回訪問す
る．また，東京工業大学の内山耕平教授もラ
ンダムウォークとの関係から興味を持って
おり，内山教授との討議も不可欠である．こ
れら二人の教授との研究討議の他にも，情報
交換を行うため各地で行われている研究集
会や研究者対象の確率論セミナーに出向き
得られた成果を公表し，得られた結果に関す
る討議を行う． 
 
４．研究成果 
ブラウン運動に対する Wiener sausage の

時刻 tまでの体積の期待値に関する漸近挙動
を研究した．時刻 t が増大するときの体積の
増加率は，古くから研究されており，自由エ
ネルギー関数の原点での挙動に関係してい
ることが知られているが，これはエントロピ
ー関数の決定の視点に立つと上からの評価
を与えたことになっている． 
そこで，時刻 t がゼロに減少する場合の 

Wiener sausage の体積の期待値挙動が自由
エネルギー関数の上からの評価に関係し，そ
れがエントロピー関数の下からの評価を与
えることから，時刻がゼロに近い場合の体積
の期待値の漸近挙動や級数展開を研究した．
その結果，次元に関わらず，時刻 t の
平方根と同等の減少率であることがわ
かり，係数に動かした球の表面積が現
れることもわかった．これは，一次近
似であるが，奇数次元の場合は，さら
に高次の近似を得ることができる．実
際に，Wiener sausage の体積の期待
値は，時刻 t の平方根に関するべき級
数に展開できることが証明でき，さら
に各項の係数が，第２種変形ベッセル
関数の零点で表現できることも得られ
た．  

また，時刻 t が大きい場合の漸近挙
動も得ることができ，時刻 t の半整数
の負冪で展開できること，および，各
項の係数が，第２種変形ベッセル関数
の零点で表現できることが証明できた．
ここでの証明は Wiener sausage の体

積の期待値のラプラス変換が第２種変
形ベッセル関数の比で表されることと
第２種変形ベッセル関数は指数が半整
数であるが整数でない場合には具体的
な形が得られていることの２点が本質
的である．  

一方，偶数次元の場合には，第２種
変形ベッセル関数の指数が整数となり
奇数次元の場合とは状況がまったく異
なるため，証明方針の根本的な変更が
必要となる．そこで Wiener sausage の体
積の期待値は，ベッセル過程の到達確率の出
発点での積分あることに着目して，ベッセル
過程の到達時刻の分布関数に関する公式を
与えることにした．この到達時刻のラプラス
変換は，変形ベッセル関数の比で表示される
ことが知られており，出発点が到達点よりも
内側の場合は第１種，外側のときは第２種を
用いて表される．前者の場合はすでに解決さ
れており，第１種ベッセル関数とその零点で
表されることがわかっている．本研究では，
後者の場合に到達時刻の分布関数が第２種
変形ベッセル関数とその零点で表示できる
ことを証明した．これについては，近年，ポ
ーランドの研究者によって研究が進められ
ているが，形が複雑で公式としては難解なも
のになっている．そのため，何らかの表示が
なされたということ以上にはあまり情報が
ない．さらに，彼らの結果以外には具体的な
表示に関するものはない．ここで得られた表
示は奇数次元，偶数次元の違い，既知の結果
との関連などが一見してわかる形になって
いて，関連の研究者の間では評価が高い．ま
た，その表示から未解決となっていた分布関
数の長時間漸近挙動を得ることができた．こ
の漸近挙動については多くに研究者が興味
を持つこととなった．さらに，同じ手法を用
いて，到達時刻の密度関数と長時間漸近挙動
を求めた．  
得られた分布関数を出発点で積分すれば

Wiener sausage の体積の期待値が得られる
が，残念ながら，簡単に積分が計算できる形
にはなっていない．このことは，分布関数を
積分することはあきらめざるをえない状況
にあることを意味するが，先にも述べたよう
に，Wiener sausage の体積の期待値のラプ
ラス変換も第２種変形ベッセル関数の比で
表されることから，ベッセル過程の到達時刻
の分布関数を表示するときに用いられた手
法が，そのままではないが，ある程度の修正
を加えることにより使えることがわかり，実
際に求めることができた．これはすでに得ら
れている奇数次元の場合の結果と合わせて 
Le Gall 氏の結果を，特別な場合であるが拡
張したものとなっている． 
一方，Wiener sausage の体積の期待値を考

える際に導いた第２種変形ベッセル関数の



 

 

比に関する公式が，ベッセル過程の到達時刻
の確率分布に対するレヴィ測度を導くこと
がわかった．ベッセル過程の到達時刻が無限
分解可能分布であることは以前より知られ
ていた．一般に無限分解可能分布にはレヴィ
測度が唯一つ存在するが，具体的に求めるの
は容易ではない．これは本研究の目的ではな
いので，当初は想定されておらず，意図した
ものではなかったが，結果としてレヴィ測度
を与えることに成功した．このことは，加法
過程の研究者には，少なからずインパクトを
与えることとなった． 
しかしながら，研究期間はここで終了し，

Wiener sausage のエントロピー関数の決定
に迫ることができなかったのは残念である． 
今回はブラウン運動に対する Wiener 

sausage を考えたが，安定過程に対するもの
が Stone 氏によって研究されている．今回
の研究で新たに開発された手法により，ずれ
をもつブラウン運動，安定過程，オルンスタ
イン・ウーレンベック過程といった標準ブラ
ウン運動以外の拡散過程に対する Wiener 
sausage の体積に関する研究および到達時
刻の分布関数や密度関数の研究への道を切
り開くことになった． 
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