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研究成果の概要（和文）：自然現象を記述するいくつかの移流項をもつ非線形反応拡散方程式に
ついて、パターン形成の観点から、拡散係数などのパラメーターに関する定常解の構造を明ら
かにした。分岐理論により、定数解から空間非一様な定常解が分岐することを示した。 
フィードバック効果による BZ 化学反応系の実験により観察される三日月型進行パターンに
対応する解の存在をある種の極限方程式を解析することで示した。 
 
研究成果の概要（英文）：From the viewpoint of pattern formations, we show the structure 
of stationary solutions depending on the parameter, for example, diffusion coefficients. 
The bifurcation theory is applicable to prove the existence of non constant solutions. 
To show the existence of a traveling solution corresponding to a propagating arc-like 
segment which is observed in the experiment of BZ reaction system with feedback, we study 
some kind of the limiting system to the reaction diffusion equation. 
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１．研究開始当初の背景 
生物モデルとして頻繁に扱われる反応拡散方
程式の理論的解析は日本では 1970 年代から
始まったといえる。この方程式は非線形であ
るため従来の方法を直接適用することができ
ない。そのため、解析手段として分岐理論、
特異摂動法、相平面法など様々なものが開発
研究されてきた。一方、計算機の普及により
モデルのビジュアル化も活発となり、現象の
解明に拍車が掛かってきた。 
反応拡散方程式のなかでも、1970 年代後半か

ら、たとえば Keller-Segel モデルなどの移流
項を含む方程式の研究が始まった。また、1990
年頃から類似の方程式である三村と辻川によ
る走化性モデル（1993）、Ertle のグループに
よる金属触媒反応モデル（1998）等の理論解
析が行われてきた。特に、時間大域解および
指数アトラクタの存在、また定常解の存在と
その安定性などが研究されている。 
 
２．研究の目的 
●移流項を含む 2変数反応拡散方程式 



走化性モデル（CG モデル）：走化性を有する
生物の個体群密度の時間・空間変化を記述し
たモデルである。走化性とは、ある種の化学
物質の濃度勾配に依存して生物が移動（集合）
する性質であり、昆虫や菌類に多く見られる。
特に、ある種の細胞性粘菌について、Budrene 
と Berger (Nature, 1991) は増殖と移動が同
じ時間スケールで観察出来ることを示した。 
金属触媒反応モデル（AD モデル）：金属表面
上での白金触媒による気体分子の反応現象
（CO+O－＞CO_2）を記述したモデルである。
金属表面の一次相転移に対する自由エネルギ
ーを汎関数として与え、金属表面の構造変化
と気体分子の反応による現象を記述している。 
Ⅰ. CG モデルについて 
（１）数値計算により示された 2次元進行波
解の存在（三叉構造と棒状構造を持つもの）、
走化性パラメーター k に関する進行波解の
速度依存性（1 次元進行フロント解、三叉構
造を持つ進行波解と異なり棒状パターンでは
単調性がない）の解明 
（２）数値計算により示された 2次元矩形領
域での定常パターンの不安定化のメカニズム
の解明：k が増加するとき、ストライプパタ
ーン→ドットを含むストライプパターン→ド
ットを含む動的スネーキーパターン→ランダ
ムな動的ドットパターン 
（３）（２）の結果に関連して、1次元領域で
の数値計算による結果の解明：k が増加する
とき、多重遷移層を持つ定常パターンは単調
に遷移層の数を増やしていくが、あるところ
で、遷移層の数が時間的に増減する現象 
Ⅱ. AD モデルについて 
（１）モデルが持つ力学系の構造解明： 
 ①1 つの拡散係数が十分小さい場合、対応
する縮約系の導出、2 次元定常周期パターン
の存在と安定性 
  ② 他方の拡散係数が十分大きい場合、対応
する縮約系の導出、2 次元定常周期パターン
の存在と安定性、力学系の観点から見たとき
の定常解を結ぶ軌道の存在 
Ⅲ. CG モデルと AD モデルの共通問題 
数値計算により得られた、六角形、矩形、ス
トライプ、ドットなどのパターンの存在を、
大域的な分岐構造により解明する。 
拡散が小さい場合、一般に双安定な反応拡

散方程式では相分離現象が起こり、遷移層が
出現する。特に対面する遷移層の相互作用に
より、パターン全体が支配される場合がある。
遷層の領域を曲線とみなす単純化により、曲
線の動きを支配する方程式を導出し、相互作
用についてのメカニズムを解明する。 
移流項の係数が大きい場合、スキームの不安
定化により数値計算ができなくなる。この問
題を解消するため新たなスキームを開発する。 
ベロゾフ・ザボチンスキー反応（BZ モデル） 
Ⅳ. 一般に BZ 反応系において、定常パターン

の存在は知られていないが、Showalter のグ
ループは光照射によるフィードバック効果か
ら三日月型進行波解の存在を実験と数値計算
で示した。同グループの櫻井との共同研究で
実験と数値計算により、三日月型パターンの
形状と進行速度についての光依存性を示した。 
この現象を理論的に解明するため、Mikhailov
と Zykov によりスパイラルパターンの存在を
示すために導入された Kinematic 方程式を用
いる。ただし、彼らの境界条件では安定な三
日月型パターンの存在を示すことができない
ので、新たな境界条件を提案する。 
一般的な曲線の運動という観点から、端点を
持つ有限の長さの曲線について解析可能な境
界条件を導入する。 
 
３．研究の方法 
平成２０年度： 
CG モデルの数値計算により得られた棒状及
び三叉構造を持つ進行波解の存在を示すため
の前段階として、それぞれのパターンに見ら
れる枝状部分の動きを支配する方程式を求め
る。そのため、研究目的Ⅲ（１）で示した帯
状パターンから大きくずれたスネ－キーパタ
ーンの界面を２つの曲線で表現することで、
界面同士の相互作用を記述するための空間全
体の場を決める方程式を求める。そのため、
Mikhailov と Zykov の方法である２つの界面
がある意味強い相互作用（同じ一定曲率）を
持つと仮定することで、問題を単純化する。
この方法により界面の速度と安定性を考察す
る。一方、方程式の 2つの拡散係数が十分小
さく、界面が十分離れている場合も、適切な
縮約系を導入して 2つの界面の相互作用を明
確にする。 
CG モデルの数値計算により、1次元領域で
走化性の効果を示すパラメーターを大きくす
るとき、多重遷移層を持つ定常パターンの遷
移層の数は単調に増加して安定に現れること
を示した。しかし、ある値から遷移層の数が
時間的に増減する現象が観察される。西浦の
グループは、Gray-Scott モデルについてパル
スが分離してその数があるところまで単調に
増加する現象を分岐構造により示した。この
アイデアを参考に複数の遷移層を持つ定常解
の存在とその定常解の不安定多様体を構成し、
最終的にはこれらの多様体の結合構造（2 つ
の定常状態を結ぶ軌道の存在等）を決定する。
大域的な分岐構造を求めることは難しい問題
であり、まず AUTO により数値的に求める。 
AD モデルについて、１つの拡散係数が小さ

い場合に対応する縮約系を CG モデルと同様
の方法により求める。これを用いて２次元軸
対称定常解の存在とその安定性を議論するこ
とができる。一方、他の拡散係数が十分大き
い場合、Shadow System と呼ばれるもうひと
つの縮約系が得られる。この場合、積分によ



る束縛条件の下での単独方程式の問題に帰着
される。空間多次元の問題については変分法
を用いて解の存在を示す。 
CG モデルについて、数値計算結果により、

さまざまな定常パターンがパラメーターを変
化させることで出現することを示した。特に
走化性の強さと増殖の大きさをパラメーター
として 2次元パターンの分岐図を完成させる。
一方、Crandarll-Rabinowiz 流の分岐理論に
よるストライプ構造などの単純分岐について
調べる。また、数値計算で得られていない入
れ子構造を持つような解の存在も考察する。 
走化性の効果を強くするとき、ストライプ

パターンがはじめに静的な不安定化を起こし、
ドットを含むストライプパターンへと変化す
る。これは定常解の線形化固有値問題の負の
固有値が正になることに対応していると考え
られる。しかし、動的スネーキーパターンへ
の変化は単純に Hopf 分岐であるかどうかを
予想することは難しい。また 2次元領域での
2次分岐であるため、AUTO などで数値的に検
証することはできない問題である。 
平成２１年度： 
BZ 反応系に対して、光フィードバック効果に
より進行三日月型パターンの存在を実験とオ
レゴネーターモデルの数値計算により
Showalter のグループが示した。また、理論
的な立場から､Zykov と Showalter は Karma
が用いた方法により特殊な場合（別の反応拡
散方程式で速度の遅い進行波解）の近似解を
構成した。この進行波解の存在を Zykov が提
唱した Kinematic 方程式を用いて示し、実験
及び数値計算結果と比較する。この場合､パタ
ーンを２つの端点を持つ有限の長さの曲線と
して近似する。一方、進行スポットパターン
の存在は定常パルス解からの分岐現象として
扱われる場合があるが、遅い速度の解しか捉
えることができない。また、ここで扱う三日
月型パターンは軸対称解とは大きく異なる形
状を持つもので、分岐現象として捉えること
も難しい。 
曲線の運動については、閉曲線、無限の長さ
を持つものなどについての研究は進んでいる。
また、端点を持つ曲線の運動についてもその
境界条件を含め Mikhailov と Zykov、Elikin
のグループなどが考察している。しかし有限
の長さを持つ曲線の運動の例である三日月型
進行波解に対応するものについては成功して
いない。そこで、一般に端点を持つ有限の長
さの曲線の運動について、まず境界条件を考
察する。 
20 年度の研究を受けて、数値計算で得られた
棒状及び三叉構造を持つ数値解の形状、縮約
系から求めた枝部分及び結節点近傍での支配
方程式をもとに、接合漸近展開法を用いて近
似解を構成し進行波解の存在と棒状進行波解
の速度がパラメーター k について単調でな

いことを示す。 
 
平成２２年度： 
これまで用いてきた数値計算スキームは、本
質的には空間変数に関しては有限要素法、時
間変数については陰的 Runge-Kutta 法である。
しかし、最適なスキームとは言えず、計算可
能なパラメーター範囲に限界がある。一方、
永井と中木は Keller-Segel モデルに対する
計算スキームを開発した。この方法の適応範
囲を検証しながら考察する問題に有用な差分
スキームを求める。また、このスキームを用
いて計算を行うことで、拡散係数が十分大き
い場合、生物モデルに見られる動的なパター
ンが出現しないことも示す。 
CG モデルの時間大域解の存在は、増殖項が２
次のオーダーで減少する場合、例えば f(u) = 
u(1-u)、に示した。一方、Keller-Seger モデ
ルのように増殖項を持たない系では初期値、
領域の次元等に依存して非有界な解（爆発解
を含む）が存在することが知られている。そ
こで、増殖項が f(u) = -u の場合に解の時間
に関する有界性を調べる。 
AD モデルでは、実験で得られた進行パルス解
の存在を示すことができない。そこで、モデ
ル方程式の再検討を行う。 
 
４．研究成果 
平成２０年度： 
１．フィードバックを考慮した BZ 化学反応系
における実験で観察された三日月型進行パタ
ーンに対応するものを微分方程式の解として
求める。一般に 2次元領域での反応拡散方程
式系の進行波解の存在を示すことは困難であ
るため、方程式の極限系である曲線の運動を
記述するキネマティック方程式を考察した。
これにより、パラメーター制御に関して数値
計算と実験の結果が定性的に一致しているこ
とを示した。 
２．CG モデルについて、有界区間での移
流と増殖係数をパラメーターとして定
常解の存在とその線形化安定性を示し
た。また、AUTO により複数のピークを持
つ定常解の大域的構造も明らかにした。 
３．Kuznetsov のグループにより提唱さ
れた（1994）ある種の樹木を幼年期と青
年期に分類して、森林の成長メカニズム
を解明するためのモデル方程式（FK モデ
ル）を扱う。2 次元有界領域において方
程式の定数解の安定性、成木の死亡率を
パラメーターとしたときの、空間非一様
解の非存在を示した。また、ある状況で
は無限に多くの不連続解が存在するこ
とも示した。 
４．写真や文字などの図形の劣化したデータ
ーに対して、濃淡の境界を際立たせるエッジ
抽出のための 1つの方法として外力と曲率に



より駆動する曲線運動を提唱した。濃淡を外
力とすることで曲線の定常状態が求める図形
となることを数値計算により示し、この方法
の有効性を検証した。 
平成２１年度： 
１．AD モデルについて 
（１）有界区間において、反射境界条件のも
と移流係数が十分大きい場合の定常解の存在
を考察するため、その係数を無限大にした場
合の縮約系を導入した。一方の拡散係数を分
岐パラメーターとして定数解から分岐した解
が境界層を持つ特異摂動解につながるという
大域的な定常解の解構造を示した。また、定
常解の存在について、方程式に含まれるパラ
メーターの依存性を調べた。 
（２） 2 次元平面において吸着分子の密度が
高い領域の境界（界面）の動きを記述する縮
約系を形式的に導出した。特に高密度領域が
帯状に近い場合、2 つの界面は平行位置の摂
動として扱うことができる。これにより、界
面の動きは平面進行波の速度、界面の曲率と
積分で表示される２つの界面の相互作用を含
む方程式で記述されることを示した。また、
特異摂動法により拡散係数が小さい場合、２
つの平面進行波解が存在することも示した。 
２． 2 次元有界領域で反射境界条件の下、FK
モデル方程式の解の漸近挙動を調べる。その
ため方程式から得られた力学系において 3種
類の包含関係のあるオメガ極限集合を導入し
た。リアプノフ関数を用いて、成木の死亡率
が高い場合に 3つのオメガ極限集合は一致し
て零解のみからなること、また L^2-オメガ極
限集合は平衡解のみから構成されることも示
した。 
平成２２年度： 
 AD モデルについて、数値計算から空間２次
元矩形領域でいくつかの定常及び非定常パタ
ー ン の 存 在 を す で に 示 し た (Takei, 
Tsujikawa and Yagi,(2005))。この事実を踏
まえて、定常パターンについての理論的な結
果を得た。 
 2 次元有界領域が滑らかな境界をもつとき、
金属表面の状態を記述する方程式の拡散係数
について 
（１）拡散係数が臨界値より大きい場合、最
大値原理を用いて拡散係数に関する解の一様
有界性を示し、定数解を除いて正値定常解が
存在しないことを証明した。 
（２）（１）で示した臨界値より拡散係数が
小さい場合、Leray-Schauder の写像度理論に
より空間非一様な定常解の存在を示した。空
間次元が１の場合、この結果は定数解からの
分岐現象に対応している。 
 これにより、拡散係数をパラメーターとし
た場合の正値定常解の大域的構造が部分的に
解明された。 
 また、金属表面上の気体分子の吸着密度の

時間変化を記述するもう１つの方程式の拡散
係数が大きい場合、空間非一様な定常解の存
在も示した。 
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