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研究成果の概要（和文）： 

20 世紀の微分方程式論の要であるソボレフ不等式の最良定数を各種境界値問題のグリーン関
数をベースにして求めた．同時にこれまで手がけられていなかったソボレフ不等式の離散化を
行った． 

 
研究成果の概要（英文）： 

We have found the best constants of Sobolev inequalities, which play important roles in the 

development of differential equations in 20th century, by using Green functions of many 

kinds of boundary value problems. We also discretize the Sobolev inequalities, which had 

been unsolved problems. 
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１． 研究開始当初の背景 

 

本研究の中心テーマであるソボレフ不等式
(Sobolev Inequality)は 20世紀の微分方程式
論の中核となるものであるがその一方で次
の問題を残した． 

問題： 

(1) ソボレフ不等式において定数 Cのうち最
小の定数（最良定数,best constant）C0

を求めよ． 

(2) ソボレフ不等式で定数 C を C0 で置き換
えたとき等号を達成する関数 (best 

function) u=u0(x)を求めよ． 

上記の 2つの問題に対しては、ほとんど考察
の対象とならずほぼ未解決であった． 

本研究においてはソボレフ不等式の最良評
価を行う． 

 

本研究の研究背景にはソボレフ不等式の最
良評価に関する先行研究 
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がある．上記の論文[T]において Talentiは関
数の対称化(Symmetrization)と呼ばれる変
分学的手法によりソボレフ不等式のパラメ
ータや次元がある条件を満たす場合、また対
象とする領域がＮ次元ユークリッド空間の
ときについてソボレフ不等式の最良定数を
求めている． 

 

一方、ソボレフ不等式の離散化に関しては未
開拓の領域であったが、近年我々のグループ
は論文 

[N] A.Nagai, Y. Kametaka, H. Yamagishi,  

K. Takemura and K. Watanabe,  

“Discrete Bernoulli Polynomials and the  

Best Constant of the Discrete Sobolev 

Inequality”, Funkcialaj Elvacioj 51(2008) 

pp. 307—327 

において初めて 1次元周期格子上の離散ソボ
レフ不等式の導出に成功し、その最良評価を
行った．  

 

２． 研究の目的 

 

本研究課題の目的は主に以下の 2点である. 
 

(1) ソボレフ不等式の最良定数 
基礎科学の諸分野に登場するさまざまな
微分方程式の境界値問題を設定し、そのグ
リーン関数を求める．境界値問題によって
は狭い意味でのグリーン関数が存在した
い場合もあり、この場合についても対称直
交 化 法 (Symmetric Orthgonalization 
Method)を用いることで一般化グリーン関
数を求める. 
グリーン関数G(x,y)はヒルベルト空間Hお
よびソボレフ内積（・,・）_H を適切に設
定すると再生核となる.言い換えると以下
が成立する． 
 
(i) グリーン関数 G(x,y)は x を任意に

固定すると y の関数としてヒルベ
ルト空間 Hに属する． 

(ii) ヒルベルト空間の任意の元 u(x)に
対して、グリーン関数 G(x,y)との
ソボレフ内積（・,・）H を取ると
元の関数 u(y)が再生される.言い
換えると、再生等式(Reproducing 
Relation) 
(u(x),G(x,y))_H=u(y) 
が成立する． 

 
上の再生等式からコーシーシュワルツ不
等式、場合によってはヘルダーの不等式を
適用することによりソボレフ不等式を導
出する. 
次にグリーン関数の各種ノルムを計算す
ることによってソボレフ不等式の最良定

数また等号を達成する関数（最良関数）を
具体的に求める． 
力学や電気回路の分野に現れる諸問題に
ついて、ソボレフ不等式を導出し、その最
良定数と最良関数を与えることによって、
物理学および工学現象の数学的基盤を与
えることを目標とする. 

 
(2) 離散ソボレフ不等式の最良定数 
次に第 2の目的として、これまで手がけら
れなかったソボレフ不等式の離散化とそ
の最良定数および最良関数の計算を行う.
差分方程式の境界値問題に対して、グリー
ン行列を求めてその再生核行列としての
構造を調べる. 
以上の結果は、解析学のみならず数値解析
における誤差の見積もり、グラフ理論とソ
ボレフ不等式との関連など幅広い数理工
学的応用を目標とする. 

 

３． 研究の方法 

前に述べた通り、ソボレフ不等式については
Talentiの先行研究があるが、我々は Talenti

とは別のパラメータや次元のソボレフ不等
式を対象とする． 

さらに考えている領域もＮ次元ユークリッ
ド空間全体に限らず、領域が境界をもつ場合
を中心にソボレフ不等式を構成、最良評価を
行っている． 

また Talenti が変分学的手法でソボレフ不等
式の最良評価を行ったのに対して、我々は別
の切り口、すなわち各種微分方程式の境界値
問題のグリーン関数(Green function)および
再生核理論(Theory of reproducing kernel)

に基づく手法によってソボレフ不等式の研
究を展開する． 

グリーン関数論および再生核理論という新
たな手法を用いることによって、Talenti と
は異なったパラメータ領域および異なった
空間における新たなクラスのソボレフ不等
式に対して最良評価を与えることが可能に
なる． 

 

次に扱う微分方程式の境界値問題は次の通
りである． 

 
 糸のたわみ問題（2階常微分方程式） 
 棒のたわみ問題（4階常微分方程式） 
 トムソンケーブル（梯子形回路） 

 
次に差分方程式の境界値問題は次の通りで
ある. 
 
 1 次元格子上の離散ラプラシアン 
 正多面体上の離散ラプラシアン 
 正多面体上の離散熱作用素 

 



 

 

どれも古典的ではあるが基礎工学における
最重要な問題を背景とする．これは物理的お
よび工学的に重要な問題からは数学的にも
重要な結論が得られるという経験則に基づ
くものである． 

 

各種境界値問題のグリーン関数、一般化グリ
ーン関数、またはグリーン行列、一般化グリ
ーン行列について正値性、再生核構造、対角
線値、各種ノルムなどの情報を詳細にかつ丁
寧に調べ上げて，対応するソボレフ不等式お
よび離散ソボレフ不等式の最良定数および
最良関数を個々に求めていく． 
 
４．研究成果 

 
得られた研究成果を(1)常微分方程式(2)偏
微分方程式(3)差分方程式の 3 項目について
まとめる． 

 
(1) 常微分作用素の境界値問題と対応する

ソボレフ不等式の最良定数： 

棒のたわみ問題、糸のたわみ問題、および
電気回路をはじめとして、様々な興味深い
自然現象に付随した常微分方程式の境界
値問題を設定し、そのグリーン関数を求め
た． 

境界条件によっては対応する固有値問題
にゼロ固有値が存在することが原因で、狭
義のグリーン関数が存在しないこともあ
る．その場合はゼロ固有値に対応する固有
関数との直交性およびグリーン関数を対
称性を課す「対称直交化法」と呼ばれる手
法により広義の一般化されたグリーン関
数を構成した． 

また棒や糸のたわみ問題において、両端固
定端境界値問題(clamped boundary value 

problem)に対しては 2階、4階に加えて２
Ｍ階常微分作用素の境界値問題にまで拡
張して対応するグリーン関数を求めた． 

これらのグリーン関数の正値性、階層構造
および再生核構造を調べて、再生等式やグ
リーン関数の定義式から対応するソボレ
フ不等式およびソボレフ型不等式を導出
した．次に各種グリーン関数の対角線値を
調べて、ソボレフ不等式の最良定数および
最良関数を計算することに成功した． 

この成果は棒（または糸）のたわみ問題に
おいては棒（糸）のたわみの最大値を棒
（糸）に溜まっているポテンシャルエネル
ギーで上から評価する不等式を表してい
る．そして電気回路の問題においては、は
しご形回路において出力電圧の最大値を
入力のエネルギーで評価する不等式を与
えるものである．物理学や工学への応用の
面からもソボレフ不等式による数学的基
盤を与えたという点において、興味深い結

果を得ることができた． 

本 研 究 成 果 は 4 編 の 査 読 付 論 文
[2],[3],[4],[5]として発表した． 

 

(2) 偏微分作用素の境界値問題とソボレフ
不等式の多変数化： 

常微分作用素のみならず高階熱作用素や
重調和作用素などの偏微分作用素に付随
して現れる多変数ソボレフ不等式につい
ても，最良評価を行い，その最良定数は
グリーン関数のある種のノルムを計算す
ればよいことがわかった． 

 

(i) 重調和作用素と対応するソボレフ
不等式： 

重調和作用素の円板内部および球内部に
おける自己共役境界値問題を設定して、
それぞれフーリエ級数展開および球面調
和関数展開を用いてグリーン関数を計算
した．次にガウスグリーンの定理により
グリーン関数の再生核構造を証明し再生
等式から対応するソボレフ不等式を導出
した．さらにソボレフ不等式の最良定数
と最良関数をグリーン関数のある種の極
限を用いて計算した．本研究成果は 2009

年度秋に大阪大学で開催された日本数学
会で発表した． 

 

(ii) 高階熱作用素と対応するソボレフ
型不等式： 

次に高階熱作用素の境界値問題を設定し、
フーリエ変換に基づいてグリーン関数を
計算、グリーン関数の性質からソボレフ
型不等式を導出した．さらに不等式の最
良定数がグリーン関数の L2 ノルムに等
しいことを示し、実際に計算した．L2ノ
ルムの計算はパーセバルの等式に基づい
て複素積分による手法と、整関数に対す
る一致の定理を用いた手法、以上 2 つの
手法で計算し、共に同じ結果を与えるこ
とを確認した．本研究成果は現在論文を
投稿中である． 

 

(3) 差分方程式の境界値問題と対応する離
散ソボレフ不等式： 

「研究の背景」で述べた論文[N]で得られ
た結果をさまざまなクラスの差分方程式
の境界値問題に拡張する．具体的には各種
差分方程式の境界値問題の離散化された
グリーン関数（以後、「グリーン行列(Green 

matrix)」と呼ぶ）を具体的に求めて、そ
の再生核構造を調べる．次に再生等式から
離散化されたソボレフ不等式を導出する．
さらに不等式の最良定数と最良関数をグ
リーン行列を調べることによって求める．
以後 1次元格子上と 5種類の正多面体上の
離散ソボレフ不等式について得られた成



 

 

果を報告する． 

 

(i) 1 次元格子上の離散ソボレフ不等
式： 

1 次元格子上のパラメータ付き２Ｍ階差分
作用素の無限格子および周期格子におけ
る境界値問題を設定してそれぞれのグリ
ーン行列を求めた． 

グリーン行列はヒルベルト空間を適切に
設定すると再生核行列となる．再生等式か
らコース―シュワルツの不等式を経て離
散ソボレフ不等式の導出に成功した．さら
にグリーン行列の対角線上の値を調べる
ことによって、離散ソボレフ不等式の最良
定数（行列式によって表現した）および最
良関数を求めた． 

低次の場合の最良定数については行列式
を具体的に計算して、同時に定数の正値性
が分かる形でも記述した．本研究成果は論
文[6]に発表した． 

 

(ii) 5種類の正多面体上の離散ソボレフ
不等式： 

ソボレフ不等式の離散化とその最良定数
および最良関数導出については、当初の計
画では１次元格子上の離散ソボレフ不等
式を扱う予定であったが、それに加えて以
上の成果を正多面体上で展開することに
成功した． 

正四面体、正六面体、正八面体、正十二面
体、正二十面体上の 5種類の正多面体を扱
った．各正多面体の頂点を適切に番号付け
して離散ラプラシアン行列を求めた．離散
ラプラシアン行列は固有値 0をもつため狭
い意味でのグリーン行列（逆行列）は存在
しない．しかし固有値 0に対応する固有ベ
クトルとの直交性を仮定することによっ
て広い意味でのグリーン行列（ペンローズ
ムーア一般化逆行列）を具体的に求めるこ
とができる． 

次にＨを 0固有値に対応する固有ベクトル
の直交補空間として、内積を離散ラプラシ
アンを用いて適切に定めると、Ｈはヒルベ
ルト空間となり．さらに求めた一般化グリ
ーン行列がヒルベルト空間Ｈの再生核と
なる． 

次に再生等式から連続の場合と同様の手
順で離散ソボレフ不等式を導出した．さら
に一般化グリーン行列の対角成分は離散
ソボレフ不等式の最良定数になっており、
一般化グリーン行列の各列ベクトルの定
数倍が最良関数（最良ベクトル），つまり
不等式の等号成立条件を与えることを示
した． 

導出した離散ソボレフ不等式は各種正多
面体頂点の釣り合いの位置からのたわみ
の最大値を多面体の一種のエネルギーノ

ルムで評価した不等式である．また、その
最良定数は各種正多面体の「堅さ」を表し
ている．本研究成果は論文[1]に発表した． 
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