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研究成果の概要（和文）： 
白色雑音系の MRM（積型再正規化法）に触発され、確率分布の直交多項式の母関数を MRM

により系統的に得ることを行った。実際には、MRM 適用可能な直交多項式には制限があり、

可能なクラスを決定することも問題である。良く知られた古典的な直交多項式のみならず、近

年話題になっている直交多項式の母関数が自然に現れる。さらには、新しいクラスの直交多項

式と母関数が得られ、そのクラスの構造が明らかになった。 
 
研究成果の概要（英文）： 

Inspired by the multiplicative renormalization method (MRM) in white noise analysis, 
we have researched generating functions of orthogonal polynomials of probability measures 
by using MRM, systematically. It is a difficult problem to determine MRM-applicable 
measures.  Generating functions of some classical orthogonal polynomials and of recently 
researching ones are obtained very naturally. Moreover, we found new classes of orthogonal 
polynomials and generating functions. Further, we researched structures of those classes. 
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１．研究開始当初の背景 
白色雑音系の研究は、Brown 運動の微分か

ら得られる Gauss 型白色雑音系にたいする
多重 Wiener 積分、Poisson 過程の微分から
得られる Poisson 型白色雑音系の Homoge- 
neous Chaos などのいずれも N. Wiener の
仕事に始まった。これらに対しては、伊藤清
による極めて優美な定式化が行われ、Ito 積
分との関係も明らかにされて、カオス的現象

を記述・解明するために、自然科学・工学・
医学・社会科学など広い分野で応用されてい
る。研究代表者は、飛田による白色雑音解析
の定式化を行い研究の基礎を築いた。連携研
究者の浅井等と共に、ガウス型白色雑音系に
おける飛田の積型再正規化を古典的な直交
多項式の問題に適用することを発見し、幾つ
かの成果を挙げていた。具体的には、R 上の
測度μにともなう直交多項式の母関数ψ(t,x) 
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がψ(t,x)=h(ρ(t)x)/θ(ρ(t)), ただしθ(t)= 
∫h(tx)dμ(x) の形で与えられるとき、μを
MRM（積型再正規化法）適用可能と言い、
h(x)を MRM 因子と呼ぶこととする。 B(t) = 
1/θ(ρ(t)) とおくと、ψ(t,x) = B(t) h(ρ(t)x) 
と書けるが,これは Boas-Buck 母関数と呼ば
れている。この三つ組 (h(x),ρ(t),B(t)) を
MRM-triple と呼ぶことにする。研究代表者
等は、古典的な確率測度に対して MRM 適用
可能性を確認し、直交多項式を定める３項再
帰関係の Jacobi-Szegoe parameterをMRM- 
triple から直接的に計算できる方法を確立し
ていた。 

また、谷口・池田・中田等とはカオスを利
用した乱数発生について検討して、その応用
やランダムアルゴリズムの研究を意図して
いた。 
 
２．研究の目的 
 MRM 因子としては、h(x) = exp[x] や h(x) 
= 1/(1－x) があるが、Kuo や Namli と共に
これらを MRM 因子とする測度が研究代表
者によって完全に決定されていた。MRM に
関する研究の最終目的は、あり得る MRM 因
子を全て決定し、それを MRM 因子とする測
度を決定し、さらにそれ等の測度に対する
MRM因子および MRM-tripleを決定するこ
とである。これ自体は困難な問題なので、本
課題の研究期間内の目的として挙げたのは、 
(1) h(x) = (1－x)^{-κ} (κ>-1/2) が MRM

因子となることが分かっているが、これ
を MRM 因子にもつ測度（直交多項式）
を全て決定する。 

であった。しかし、これに関しては有効な手
段を発見でき、早期に解決したので、途中か
ら次のような目標を追加した。 
(2) 確率測度のクラスを定めて、それらが

MRM 適用可能な MRM 因子を全て決定
する。 

(3) 適当な MRM 因子を定めて、それに対し
て MRM 適用可能な確率測度を全て決定
する。 

(4) 特殊な性質をもつ triple に対して、
MRM 適用可能なものを全て決定する。 

 
３．研究の方法 
 しかし、上の目的にそのまま取り組むこと
は無謀なことなので、幾つかの段階を追って
解決することを目指す。例えば、h(x)=exp[x] 
をMRM因子としてMRM適用可能な測度は
Meixner クラスであるが、Meixner クラス
の測度に対する MRM 因子はこの h(x) に限
らない。そこで、それ以外の MRM 因子を全
て決定する。次に、新たに得られた MRM 因
子を用いてMRM適用可能な測度を全て決定
する。そうすると、そこで現れた測度に対す
る MRM 因子を決定することが問題となる。

このような螺旋的探索が現実的であると考
えられる。その研究の道具として、直交多項
式の三項再帰関係 

Pn+1(x)=(x－α_n)Pn(x) –ω_nPn-1(x) 
が重要であり、Boas-Buck 母関数とこの式が
導く関係を明らかにする。 

h(x)=exp[x] および 1/(1－x) の場合に測
度を具体的に求めるためには、それぞれ
Laplace 逆変換や Hilbert 逆変換が重要な
役割を果たした。より一般の h(x) にたいし
ては未知の関数変換および逆変換が現れる
が、それを取り扱う技法を開発するか他の手
段を発見することが必要となり、その点を研
究分担者の岩田の協力により探求する。この
ようにして得られた結果を one mode Fock 
空間への適用など白色雑音解析の研究を連
携研究者の齊藤・浅井の協力を得て行う。 
 別な視点として、連携研究者の谷口と行っ
てきた古典力学系に基づく乱数発生の研究 
とそのウイナーカオスへの適用の問題を深
化させる。さらには、研究協力者の池田・中
田と共にランダムアルゴリズムの研究を行
う。特に、グラフ上のランダムウォークを設
計して最小のカバー時間を実現させること
を考察する。 
 課題研究を遂行するため、初年度に分担
者・連携研究者を中心とした打ち合わせ会を
名城大学で開き研究方針を検討した。また各
年度毎に、研究成果の確認し、関連分野の研
究情報の収集を行い、その後の研究方針を立
てるための研究集会を広島大学・福岡教育 
大学・愛知教育大学で開催した。 
 
４．研究成果 
 R 上の確率測度の MRM 適用可能性、ある
いは直交多項式の Boas-Buck 母関数の研究
においては次のような成果があった。 
 三項再帰関係を満たす MRM-triple につ
いて、 
(1) その条件を過剰決定的な無限次元代数方

程式系で与える補題を得た。  
(2) 与えられた h(x) に対して、それを MRM 

因子にもつ場合の Jacobi-Szegoe パラ
メター{α_n,ω_n}を４つのパラメター
を用いて与える補題を得た。 

(3) 与えられた{α_n} あるいは{ω_ｎ}に対
して、h(x) を４つのパラメターを用いて
与える補題を得た。 

(4) 場合によっては、ρ(t), および B(t) の満
たすべき微分方程式系を与えた。 

以上の補題を活用して、初等的だがとても複
雑な場合分けと無限次元方程式の低次の部
分と微分法方程式を解くことで以下のこと
が明らかになった。 
(1) h(x)=(1－x)^{-κ} を MRM 因子にもつ

測度は区間[0, 1]上の特殊な beta 分布に
限る。 



 

  

(2) Meixner クラスの分布で h(x)=exp[x] 
以外の MRM 因子を持つものは、gamma 
分布、標準正規分布、特殊な Meixner 分
布と特殊な負の２項分布の1-シフトに限
る。そのとき h(x) としては、ある種の
超幾何関数が現れる。 

(3) 区間[0, 1] 上の beta 分布の MRM 因子
は２つの超幾何関数のみである。 

(4) 超幾何関数 F(－;κ;x) は gamma 分布
に対して MRM 因子であり、κ=1/2, 3/2 
のときには、それぞれ３系統の測度（直
交多項式）が対応する。特別な例として、
Wilson 多項式(1980)の特別な場合を含
んでいる。 

(5) ２つの MRM-triple をもつものの中に、
非常に特殊な関係 
 ho(x)= (xh(x))’, Bo(t)= (tB(t))’,  
ρo(t)=ρ(t)=t B(t) 
を満たす場合がある。これらを双子 triple
と呼び、特別な {α_n} の場合に全て決
定し、結果を学会で発表するとともに論
文を投稿中である。 

今後の研究の展望を述べる。特別なρ(t)=t 
の場合は、Brenke の母関数と呼ばれるが、
今回の研究を開始する段階では問題意識は
あっても解明する手段がなかった。上で述べ
た補題を適用することで、直交多項式の
Brenke の母関数を決定できて、論文を準備
中である。この問題自体は、Chihara (1960) 
が異なった手法で論じて殆どおなじ結果を
得ているが、幾つかの場合が抜けている。彼
は指摘していないが、現れる直交多項式は q-
変形と呼ばれるもので、MRM 因子は q-basic 
series（q-超幾何関数）である。上で述べた
結果から、MRM 因子は全て超幾何関数であ
ると予想していたが、その q-変形も視野に入
れることが必要になった。今回の研究手法に
よる解明は手法としては単純だが、計算の複
雑さから限界にあり、新たな手法の開発、も
しくは新方針の樹立が望まれる。 

乱数発生やランダムアルゴリズムに関し
ては、谷口の非再帰的乱数生成法の性質を力
学的立場から理論的に解明できた。また、池
田・山下とともに、グラフの被覆時間を激減
させる遷移確率を定めるアルゴリズムを与
えた。また、中田と共に、クーポン集めの問
題の分布の厳密解と極限分布を求めた。 
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