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研究成果の概要（和文）：量子力学の基礎に関連して，ヒルベルト空間上の作用素に関する数学

的および情報理論的な研究を行った．特に，不確定性関係を表わす作用素のトレイス不等式を

証明した． 
 
研究成果の概要（英文）：Mathematical and information theoretical studies of operators in 
Hilbert spaces are achieved related to the foundation of quantum mechanics. Especially, 
trace inequalities of operators which mean uncertainty relations are proved.  
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１．研究開始当初の背景 

 量子力学の基礎付けとその科学・工学への

応用は，量子力学の誕生以来，多くの研究が

なされてきた．たとえば von Neumann によ

るヒルベルト空間とその上の作用素・作用素

代数論，von Neumann entropy の導入など，

数学と情報理論における研究などがあげら

れる． 

1994 年には Shor により，（量子計算機によ

る）素因数分解のアルゴリズムが開発され，

その開発を契機として数学・情報科学・物理

学において非可換性（量子）を軸として融合

的な研究が活発に行われてきた． 
 また，統計物理の分野では Tsallis により
Tsallis entropy が導入され興味ある成果が
あげられてきた． 
本研究においては，Tsallis entropy など新た

な視点により，数学（関数解析学）をベース

にして情報科学との融合的な研究を行うこ

とが動機であり，具体的な背景・動機は下記

の通りである． 

（１）ヒルベルト空間上の作用素に関する不

等式（作用素不等式）について，Furuta の



不等式など多くの研究がなされていた．

Furuta は Shannon 型および逆型の作用素

不等式を証明していた．研究代表者たちは，

Tsallis relative operator entropy を導入し，

Shannon 型の不等式を証明していた． 
（２）Shannon の情報理論にたいして，von 

Neumann や Umegaki ,Araki らにより量

子情報理論（非可換情報理論）の研究がなさ

れてきた．研究代表者たちは，Tsallis relative 

entropy の概念を導入し，研究してきた． 

（３）量子力学の観測問題に関連して，不確

定性関係に関連する不等式の研究が，量子力

学の誕生時に Heisenberg, Schrodinger に

よって行われてきた．その後，Wigner-Yanase 

により skew information が導入され一連の

不等式が証明された．さらに Luo などによ

り skew information を用いて Heiseberg 

型の不等式の精密化・一般化がなされてきた． 

 研究代表者たちは，generalized skew 

information を導入し不確定性関係に対応

する不等式を証明し，また＊-algebra 上の正

値線形汎関数に付随する観測に関する不確

定性関係の不等式を証明していた． 

（４）Shor による量子計算機による素因数

分解のアルゴリズムが開発されていたが，そ

の重要性は計算量の評価によっていた．研究

代表者たちは，その評価の精密化の研究を行

っていた． 
 
２．研究の目的 
（１）Shannon 型の作用素不等式や，トレ

イス不等式などの量子情報理論への拡張． 

1990 年代に量子統計力学の分野で登場した 

Tsallis エントロピーのアイデアを用いて，

量子情報理論と関連させてパラメータ化さ

れた作用素不等式を発展させる． 

（２）量子力学の観測に関連する不等式の証

明． 

Wigner-Yanase  と Wigner-Yanase-Dyson 

により導入された skew information を用い

て，Luo などにより示された Heisenberg 

型の不等式のさらなる一般化・精密化を目指

す． 

 
３．研究の方法 
（１）Shannon 型の作用素不等式や，トレ

イス不等式などの量子情報理論への拡張． 

Furuta などにより展開された手法を用いて，

Tsallis entropy と関連させながら拡張する． 

（２）量子力学の観測に関連する不等式の証

明． 

不確定性関係と関連させながら，作用素論的

な視点により一連のトレイス不等式を証明

する．また，作用素代数的な視点からする不

等式の研究を行う． 

 
４．研究成果 

（１）ヒルベルト空間上のある種の作用素に

対して下記のトレイス不等式を証明した． 

① 2 次の正定値行列  と  

を満たす正の数の組

AT , 1
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=∑
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i
ip

{ }mpp ,, 21p ,L  に対

して，次のトレイス不等式が成り立つことを

示した． 
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 この不等式は，作用素の積については非可

換性があるため一般には大小関係が成り立

たないが，トレイスの形にすると大小関係が

生じしかも一か所に集めた方がトレイスは

大きくなることを意味している． 
② 上の不等式は３次以上になると，実数に

すらならない例をあげることにより，成立し

ないことを示した． 

③ ３次以上の場合については，上の不等式

を修正した以下の不等式について予想した． 

]}[Re{])[( 1
1

ATATTrATTr mppmm L≤  



③ 以下のトレイス不等式を示した． 
][][ 1 mpp TATrATATTr m ≤L  
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（２）Wigner-Yanase-Dyson skew  

information を拡張し，不確定性関係に関連

するトレイス不等式を証明した． 

① 密度作用素（トレイスが１の正定値作用

素） ρ , エルミート作用素 H  とするとき， 

Wigner-Yanase は skew information 
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である． 

  とおいた．さらに，Dyson は 

10 ≤≤ α  としたとき，一般化して， ５．主な発表論文等 
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